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PesyntaTte caap:kaHe y JOKTOPCKO] AUCepTalyju AOKTOPAHT je peajn30Bao y
OKBUPY BHUIIEe HCTPaKMBAa4yKUMX TeMma Ha mnpojekty OU 174001 noj Ha3uBOM
yYAuHamuka XubpudHux cucmema CA0HCEHUX CMPYKmMypa U MexaHuka mamepujana”,
pykoBoauaan npod. Ap Katuna (CteBaHoBuh) Xeapux, koju je GuHAHCHUpPaAH Of,
cTpaHe MUHHCTapCcTBa NpOCBeTe, HayKe W TEXHOJIOUIKOT pa3Boja Peny6.inke
Cpbuje u KoopAuHMpaH Tmpeko Marematuukor wuHctuTyTa CAHY. CBa
MCTpakMBaka Be3aHa 3a JIOKTOPCKY AucepTanujy ypaheHa cy y3 KoHCy/ITaluuje ca

MeHTOpOM npod. aAp Muxausom JlazapeBuhem.



H3jase 3axean1Hocmu

KopucTum 0By npuimnKy Aa ce HajcpAadHuje 3axBaJIUM CBOM MEHTOpPY Npodecopy
Ap Muxauny JlasapeBuhy, uuje cy JoOpoHaMepHe KpPUTHKe, CTpy4Ha NMoMoh u
MOpaJ/iHa No/pIIKa TOKOM JOKTOPCKUX CTYJHja U U3pajie LOKTOPCKe AucepTaLyje
npecyZHO yTULaJe HAa U360p TeMe M KBajuTeT paja. JKequMm Ja ce HajTomuje
3axBasuM npodecopku Ap Katuuu CteBaHoBuh Xeapux, pyKoBOJUOILY MpPOjeKTa
OU 174001, koja Me je yBesa y HAy4YHO-UCTPaXUBAUYKHU paJ, Kpo3 OpojHa
npejaBalkba HaMelweHa MJIaJiJUM UCTPaXKMBauMMa JOKTOpPaHTUMa U Takobhe joj ce
3axBa/byjeM Ha KOPUCHHUM KOMEHTapuMa y Be3U TeKCTa JOKTOpPCKe AucepTaLuyje.
3axBaJIHOCT AyryjeM U cBUM npodecopruma MamuHckor ¢akysaTteta y beorpaay
KOJ, KOjUX CaM OJCJAyllao NpeJaBalka Ha AOKTOPCKUM CTyZAWjaMa U MoJarao
WCIIUTE, a KOjUu Cy THMe JONpUHEJU MOM YycaBpllaBawy. Peuu 3axBasiHOCTH
ynyhyjeM cBUM 4jJ1aHOBMMa KoMucHje, Ap /JlymaHy 30puLM, BULIEeM Hay4YHOM
capagHUuKy Ha MaTtematuukoM UHCTUTYTy CAHY, np Anekcanapy O6pagoBuhy,
penoBHOM npodecopy Ha MawmnHckoMm ¢akynrtety y beorpaay, aAp BopucnaBy
['ajuhy, BulleM HayyHOM capafgHUKy Ha MartematuukoMm uHctutyTy CAHY u gp
Hemamwu 3opuhy, fouenty Ha MamnHckoM ¢pakynTtety y beorpaay, koju cy cBojum
KOHCTPYKTUBHHUM IpUMe/i6aMa M NpernopykaMa JIONPUHEeNH /ia 3aBpIlHa Bep3uja
JucepTanuyje 6yae Oosba. [locebHYy 3axBasHOCT ayryjeM kojieru ap /JaHuny
Kapsinuuhy Ha u3yseTHOj capajamwM, HeceOU4YHOj MOMONM M caBeTHUMa KOjU CY
JIONIpUHENH A CaAipKaj AucepTanyje Oyse akTyesaH, Ka0o U Ha pa3MeHU OPOjHUX
H/ieja Koje cy Me MOTUBHCaJe a UCTpajeM y cBOM paay. CBOjoj mopoAuLiM ce 0BUM

IyTeM 3axBa/byjeM Ha pa3yMeBawby U NOJPLILH.



“If you have an apple and I have an apple and we exchange apples, then you and I will
still each have one apple. But if you have an idea and |
have an idea and we exchange these ideas, then each of us will have two ideas.”
George Bernard Shaw
JAKO ja umam jabyky u mu umaw jabyky, na damo jedaH dpy2om me jabyke u dase

hemo umamu no jedHy jabyky. Aiu, ako padmeHumo udeje umahemo no dee.“



MoaeMpame CI0KeHUX XMOPUIHHUX CTPYKTYpa
$dpakoHOr TUIIA M MPUMeEHA Y AUHAMHUIU

cUcTeMa KpyTHX U AedOopMaOUIHUX TeJsia

Pe3ume

[IpenMeT oBe JOKTOpCKe JUcepTalyje je UCTpaKUBakbe y 00J1aCTH MoJeiupama U
aHa/Ju3e JUHAMUYKOr NOHAallaka CUCTeMa KPYTHUX TeJia MOBe3aHUX XUOPUIAHUM
eJleMeHTHMa (QPaKLMOHOr THUIIA U CJOXKEHUX CUCTeEMAa HAHOCTPYKTypa 4uja Cy
BUCKOEeJIaCTUYHA CBOjCTBA ONMCaHa W3BoAuMMa ¢pakyuoHor pega. /Jlatu
beHOMEeHO/IOIKU  MOJeJu  XHOpPUAHUX  eJleMeHaTa U HaHOCTPYKTypa
[Ipe/iCTaB/bajy allCTpaKLiMje peaJHUX eJeMeHaTa Be3aHUX Y CUCTeM KpYyTHUX TeJa
WA CJIOKEHUX CUCTeMa HAaHOCTPYKTypa Cca CBOjCTBUMA AMCHUIIALUje MeXaHUYKe
eHepruje, Tako Jla oMoryhaBajy aHa/iM3y JAWHAMHKe CHCTeMa KPYTHUX TeJa U
ocLWJAl4ja HAHOCTPYKTypa. [lacMBHM W MOJIy-aKTUBHU eJIEMEHTH, ca
IpUTylIekheM U aJalTPOHCKUM CBOjCTBMMA Yy CUCTEMYy BHUlIe KPYyTHUX TeJsa, Cy
MoJleJIMpaHy OJroBapajynuM KOHCTUTYTUBHUM jelHAYMHA (PaKIMOHOT THIMA.
JenHauMHe KpeTawa CUCTEMa KpPYyTHUX TeJsa JaTe cy y o006JMKy Lagrange-oBux
jenHaYMHa JApyre BPCTe Y KOBapHjaHTHO] GOpMH, a jeJjHAUMHE TeHepaMCaHUX
CWUJla Be3aHUX ejieMeHaTa Jlo0UhjeHe Cy NpPUMEHOM oOJroBapajyhe HyMmepuuke
dbopmyne 3a anpokcuMmauujy ¢pakyuoHor wusBoga. OgpebeHu cy o043uBH
HeynpaB/baHOT POOOTCKOI CHUCTeMa HYMEPUYKUM pellaBalkbeM CHUCTeMa
HeJIMHeapHUX JudepeHIUja/HUX jeAHAuUMHA QpakKLUOHOT peda. Y ciay4dajy
KOMILJIEKCHUX CUCTeMa HaHOCTPYKTYpa, IOCMaTpaHe Cy OCLMJIALUje HaHOIUTala,
HaHOrpeze U CJIOXKEHUX CUCTeMA BUILIE BUCKOEJACTUYHO CIPErHyTHUX HAaHOrpeaa,
NPUMEHOM KOHCTUTYTHBHHUX peJalija 0Oa3upaHUX Ha HeJIOKAJHOj Teopuju
eJIJACTUYHOCTH U PpaKIMOHUM MO/JieJIMMa BUCKOEJAaCTUYHOr TeJsa. JeAHAUYUHE 3a
TaKBe MeXaHU4YKe cHucTeMe u3BejfieHe cy puMeHoM d'Alembert-oBor npuHnuna u
JlaTUX KOHCTUTYTHUBHUX peJialidja Yy OKBHUPY oAroBapajyhux Teopwuja urramna, rpeje
U 1odye. Pemewe 00UjeHMX mNapuujaiHuxX JAudepeHUHjaJHUX jeJJHAYUHA

dpakLMOHOT pela JIMHEAPHUX CUCTeMa ojpeheHO je MPUMEHOM aHATUTUUYKHUX



MeToZa 6asupaHux Ha Laplace-oBoj u Mellin-Fourier-oBoj Tpancpopmanuju u
Cauchy-jeBoM pauyHy ocTaTaka. M3BpleHa je U JeTa/bHa NapaMeTapcKa aHajiu3a
Y UCIIUTAaHU Cy yTULAjU Pa3JUUYUTUX TapaMeTapa Mo/iesa, a Y HEKUM IpuMepumMa
M yTulaj 6poja MU Maca J0JAaTHX HaHOYeCTULa M INPUMEHEHOr aKCHjaJIHOT
MarHeTHOT 10J/ba, HA KpYy>XHe $peKBeHLUje, KoeQUIUjeHT Tyliemha U BpeMeHCKHU
O/I3UB TNOCMAaTpaHUX cucTeMa. HesnuHeapHe paudepeHnyjasHe jeJHAYHWHE
dpakuuoHor penaa, JobujeHe Yy CAy4ajy HaHOTpeAe ca TeOMETPHUjCKOM
HesJIMHeapHoIhy Koja ocuu/yje Ha ppakKLMOHOj BHUCKO-Pasternak-oBoj nozsosy,
pellleHe Cy nepTy6allMOHOM METOJOM BHILIe BpeMeHCKUX ckaJsa. /lobujeHa cy
alpoKCMMaTUBHA pellekha W aHAJUTUYKU U3pa3d 3a aMIUIUTYHO-QpPEKBEHTHU
O/I3UB CHUCTeMa y CJIy4YajeBUMa KOMOWHOBaHe MapaMeTapCKe U CIoJballibe Cyo-
XapMOHUjCKe W Cylep-XapMOHUjCKe pe30HaHlle. 3a CBe IpUKa3aHe NpuMepe
M3BplLIEHA je JleTa/bHAa MapaMeTapcKa aHalv3a, e Cy MUCOUTaHW YTUIAju
pa3/IMYUTUX MapaMeTapa MoJiejia Ha JAWHAMUKy cucteMa. [lokasaHo je Ja
HeJIOKaJIHU epeKTU U npuryliewe GpakiMoOHOT THIA MMajy 3HavyajaH YTHULA] Ha
JAUHAMHUKY CHCTeMa, Tj. $peKBeHIMje W aMIUIMTYJle OCLWJalyja JIMHEeapHUX

CHUCTEMa U aMHJII/ITy,L[HO-CI)peKBeHTHI/I O3B HEJIMHEAPHOT CHUCTEMA.

KibyyHe peum: ¢JpakyuoHa  BHUCKOEJACTUYHOCT, HeJIOKaJHa Teopwuja
€JIACTUYHOCTH, CJI0KeHU CUCTEMU HAHOCTYKTypa, XMOPUJHHU CUCTEMH, Teopuja

OCIIMJIAIMja, aIaNTPOHUKA, CUCTEM BHIIIE KPYTHUX TeJla, JMHAaMUKa po6oTa.
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Modeling of complex fractional order hybrid
structures and application in dynamics of

systems of rigid and deformable bodies

Abstract

The research subject of this doctoral dissertation is in the field of modeling and
analysis of dynamic behavior of rigid multibody systems, connected with fractional
order hybrid elements, and complex nanostructure based systems with fractional
order viscoelastic properties. Given phenomenological models of hybrid elements
and nanostructures represents real elements connected into rigid multibody
systems or complex nanostructure based systems with dissipation properties, in
such way, that enables us to analyze the dynamics of rigid body systems and
vibration behavior of nanostructures. Passive and semi-active elements in a rigid
multibody system, with damping and adaptronic properties, are modeled with
corresponding fractional order constitutive relations. Equations of motion of a
rigid multibody system are given as Lagrange equations of the second kind in
covariant form, while equations for generalized forces of connected elements are
obtained using the corresponding numerical formula for an approximation of
fractional order derivatives. The response of a non-controlled robotic system is
determined by finding the numerical solution of a system of nonlinear differential
equations of fractional order. In the case of complex nanostructure based systems,
vibration behavior of nanorods, nanobeams and complex systems of multiple
nonhomogeneous viscoelastically coupled nanobeams are studied based on
constitutive relations of nonlocal elasticity and fractional viscoelasticity theories.
Governing equations of such systems are derived by using the d'Alembert's
principle and given constitutive equations within the corresponding rod, beam and
plate theories. A solution of obtained fractional order partial differential equations
is found using the analytical method based on the Laplace and Mellin-Fourier
transforms and Cauchy residue theory. A parametric study is performed and

influences of different model parameters, in some cases also for different numbers



and masses of nanoparticles and magnitudes of the axial magnetic field, on
frequency, damping ratio and time response of observed systems are examined in
details. The nonlinear differential equation of fractional order, which is obtained
for the case of geometrically nonlinear oscillations of a nanobeam on fractional
visco-Pasternak foundation, is solved by using the multiple scales perturbation
method. Approximated analytical expressions for an amplitude-frequency
response of a system are obtained for the combination parametric and external
sub-harmonic and super-harmonic resonance conditions. For all given examples, a
detailed parametric study is performed and influences of different model
parameters on the dynamic behavior of systems are examined. It is shown that
nonlocal effects and fractional order damping are having the significant influence
on the system dynamics, i.e. on frequencies and oscillation amplitudes of linear

systems and amplitude-frequency response of a nonlinear system.

Key words: fractional-order viscoelasticity, nonlocal elasticity theory, complex
nanostructured systems, hybrid systems, vibration theory, adaptronics, rigid
multibody system, dynamics of robots.

Scientific discipline: Mechanical engineering

Scientific subdiscipline: Mechanics
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I'maBa 1

YBoA

1.1 Omnmure HanmoMeHe

Y svTepaTypu ce Moxke HahM Bullle Ha3MBa 3a MaTEMATHUUKY JUCLUIINHY
ofractional calculus“ kao wmto cy ¢ppakunoHu padyH, payyH HeleJ0OpOjHOT, UJIU
IPOM3BOJ/bHOT peasIHOT peZia, payyH palMOHAJHOT WJM Pa3/iOM/bEHOI peja, U
apyru [1-3]. Unak, y oBoj AucepTauuju Kopuctuhemo Ha3uB ,ppaKLIMOHH pauyyH",
Kao M Has3uBe H3BOJ, WJM HHTerpaj QpakIUMOHOI peJla KOju ce YCTaluo y
MehyHapoaHoj anu ¥ gomahoj Hay4YHOj inTepaTypu. PpakiiMoOHU padyyH yomniTaBa
KJacH4yHa MpaBuja AudepeHlMpama WM HUHTerpabetha 1eJIOOpPojHOT pejla Ha
audepeHMpabe W HHTEerpabelhe IMPOU3BOBHOT peasHOr pezaa. TepmuH
dpakuoHu U3BOJ, KopucTuhe ce y cMucay onepaTopa $paKIMOHOr U3BOJA Y
MOJAM(PHUKOBAaHUM KOHCTUTYTUBHUM peJslaljdjaMa BHUCKOeJAaCTUYHUX TeJsa 3a
KOHTUHyaJlJHE U JUCKpeTHe MeXaHW4yKe CHUCTeMe, Kao U MOJUPHUKOBAHOT
MOJaJIHOT npuryuiewa Rayleigh-jeBor Tumna.

[lon TepMHMHOM XUOPUAHU eseMeHT heMo mojApa3dymMeBaTH MeXaHUYKH
eJleMeHT KOju je cacTaBHH [le0 JUCKPETHOT CUCTeMa KpPYTHUX Tesja KOju MOXe
aKTUBHO WJIM MACHBHO yTUIATH HAa JMHAMUKY MmocMaTpaHor cucrema. Cmatpahe
ce Jla je Maca eJleMeHTa 3aHeMapuBa, Te he yTHIaj HA CUCTEM 3aBUCUTH CaMoO O[]
yCBOjeHe KOHCTUTYTHUBHE peJialidje Cha-noMepame PppakiUOHOT peja 3a JaTH
XUOpHUAHU esieMeHT [134]. KoHCTUTYTUBHA jelTHAYMHA MOXKe UMATH MMACUBHU [I€0,
ONMMCcaH oJiroBapajyhumM pesiaijaMma aHaJIOTHUM peJialidjamMa 3a BUCKOeJaCTUYHA
TeJla U aKTUBHHU JIe0 y BUJY CUJIe aKTyaTopa WM nue3okepamuke. Takohe, kao
NOJIy-aKTUBHU  e€JleMEeHT MOoXe Cce T[pPUMeHUTH U [OpUTyIIHUNA ca
MarHeTHOPEOJIOIKUM ocob6uHaMma. [locmaTpahe ce MeXaHWYKH CHUCTEMH BHIIe
KPYTHX TeJia TUIAa OTBOPEHOI KHHEMATHUUKOT JIaHIIa T/ie cyce/iHa Tesa GopMUpPajy

KHHEeMaTHU4YKe I1apoBe \% KJiace, Tj. BbHUX0Ba KpeTdakba Cy OrpaHrM49eHa XOJIOHOMHO



CKJIEDOHOMHHKM Be3aMa, I'Zie 3rJ000BU 03B0J/baBajy CaMo jeJlaH CTeleH Ca000/e
KpeTamwa, poTalyjy WM TpaHcaauujy. U3 HaBeneHor ciaeau Ja he 6poj cteneHu
c1060/ie a cCaMMM TUM M 6pOj reHepaJMCaHUX KOOpJAUHATa y TAKBUM CUCTEMUMA
3aBUCHUTH OJi 6poja KpYTHUX TesJa y CUCTEMy 4Huju 6poj he OGUTH orpaHHUYeH.
XUOpUAHM eJleMeHTU Cy Be3aHU Yy OTBOPEHM KHHeMaTH4yKM JiaHal, 3a JBa
NpOU3BOJbHA TeJa y CUCTEMY TaKo Ja je AepopMalyja, Tj. IOMepame eleMeHTa
cnoxxeHa QyHKIMja reHepaMCaHMX KOOpAUHATA.

[lof ~MOjMOM  HAHOCTPYKType mojApa3dymMmeBahemMo MoJese  OHUX
JnedbopMabUIHUX CTPYKTYpaA Koje NpescTaB/bajy peasHe GU3UUKE 00jeKTe uuje ce
JIMMeH3Mje Mepe Ha HAaHOMETapCKOj cKaiu (mpubamxkHo y omncery of 1-100 nm), a
¥Majy reoMeTpUjy CAUYHY MAKpPO-CTPYKTypaMa Kao LITO Cy WITAllOBH, Ipele U
miovye. HaHocTpykType Mory OUMTH HauyvibeHe OJi pa3/IMUMTHUX MaTepujasa, Kao
IITO Cy Yyr/b€eHUYHE HAHOTybOe Y rpadeHH, a 3aTUM U CTPYKType CaduibeHe O[]
O0pOH HUTPUJA, UUHK OKCHUZA, cpebpa, 3;1aTa U Ap. HaHoCTpyKType cy onucaHe
MoOJleJiIMMa HaHoUITalla, HaHoOrpeZe WM HaHoluiodye. Hako ce onucuBame
bU3NUYKUX OCOOMHA M MEeXaHUYKOI I[OHalllakka HAHOCTPYKTypa TELIKO MOXe
M3BPUIMTH €KCIIepUMEHTAJHUM HCIUTHUBalkbMMa 300T BHCOKE LieHe KOUITawa U
cnabe KOHTpoJie MapaMeTapa, Y JIMTepaTypu ce Mory HahM ekcneprMeHTaJHU
pe3yJTaTH Cca MEpeHHMM KapaKTepuCTHKaMa Kao WTO Cy Young-oB MOZYO
eJIACTUYHOCTH, TPaHMLa JIoMa UJIM 3aTe3Ha YBpcToha. ATepHaTUBA TOj aHAIU3HU
HaHOCTPYKyTpa je Moryha npuMeHa aTOMHUCTHYKUX MeTOJa, OJ, KOjux je
Hajllo3HaTHja MoJieKyJapHa JMHaMuKa. OBakBe MeTo/ie, 6a3upaHe Ha PU3UYKUM
3aKOHMMa KOjH BaXke Ha aTOMCKOj CKaJiv, Hajuelrhe 3axTeBajy BeJIMKe padyyHapcKe
pecypce ¥ Ayro BpeMe IpopadyyHa 3a aHa/W3y JAUHAMUUYKOI IOHaUlaka HJIH
CTabMJIHOCTHM, HAapO4YMTO KaJa Cy AUMEH3Uje HAaHOCTPyKTypa Behe WM HUXOB
cacTaB CJIOXKEHMjHU, Kao y CJyd4ajy HaHOKoMIlIO3WTa. M3 HaBeJeHUX pasJjiora,
nocjeAmbUx JlelleHrdja U roJiMHa MHTEH3UBHpaHa je NpuMeHa MOJUPUKOBAHUX
MeToZila U MoJiesla KOHTUHYyMa Yy aHa/lu3h HAaHO U MUKPO-CTPYKTypa. OBakBe
MeToJZle [ajy MeXaHWuKe MoJesie KOjuMa Cce Ha jeJHOCTaBHUjU HaA4YUH MOXe
aHaJIM3UpPaTH MEXaHUYKO MOHalllakbe HAaHOCTPYKTYpa U T'Zie ce pellewka Mory Hahu
IPUMEHOM aHAaJMTHUYKUX WJIM HYMEpPUYKHX MeToJla KOje He 3axXTeBajy BeJIMKO

BpeMe npopaudyHa. Takohe, TakBUM MeTo/aMa je Moryhe aHaJU3UpaTH CA0XKEHUje



CHUCTeMe HaHOCTPYKTypa Koje ce Hajlaze y HEKOM MeJUjyMy WJIM HAaHOKOMIIO3UTe
y3 yK/bydere OpOjHUX APYrux GU3NUKUX edeKaTa, Kao UITO je yTULdj MarHeTHOT
WY TeMIlepaTypHor noJsba. [locneamwux roguHa, Eringen-osa HeJsloKa/IHA TeopHja
eJIACTUYHOCTH je NMpUMerheHa Y BeJIMKOM Opojy pajZioBa KOju ce 6aBe aHAJIM30M
JMHaMUKe Y CTabUJIHOCTU HAHOCTPYKTYpa, rAe cy epeKTU Majse CKajie y3eTH y
063up KopuliheweM HeJIOKaJIHOT TapaMeTpa.

[IpobsieMn [ucvnanuvje y HaAHOCTPYKTypamMa cy Takohe 3HayajHU 3a
aHaJu3dy U TNpPHMEHYy Yy OpOjHMM HAaHO/MHKPO eJIEKTPOMEXaHUYKUM,
ONTOMEXaHWYKHMM U JPYrMM MUHMjaTypHUM ypebajuma. [lobap mpumep TaKBUX
ypebaja cy HaHO/MHUKpO pe30HATOpPU KOjU pajZie Ha BUCOKUM (peKBeHIHjaMa
(GHz) y kojuma pmosa3u [0 MojaBe TEPMO-MEXaHWYKOI LIyMa ycJes MPUCYyCTBa
JAUCUIIALMOHUX MexaHH3aMa CHoJballllbel U yHyTpallwker nopeksa. Crnospaiimbu
MeXaHHU3MU ce Hajuellhe oJHOCe HAa MHTEpaAKLUjy pe3oHaTopa ca QJIyHuAoM WU
HEKHUM JIpYTUM MeJUjyMOM KOjU ra OKpYXKyje. Y yHyTpallke MeXaHU3Me cliaJa
3allpeMUHCKO U MOBPIIMHCKO Tpeke Y JUCHUIlalidja Ha MeCTMMa Ha KOojuMa ce
pe3oHaTop yuBpiuhyje 3a ocHOBY. Y cBpxy ojpebuBama Mepe Jucunaunuje
eHepruje Mo MOJly OCLMJIOBaka KOPUCTU ce T3B. PaKTOp AUCUINALUje KOju je
penunpoyHa BpegHocT Q-paktopa. Takobhe, fucunanuja MexaHudKe eHepruje Koj
ocuyJalnyja HaHOCTPYKTypa ce y MoJe/MMa KOHTHHYyMa MOXe IpeJCTaBUTHU
IPUMEHOM pas3/IMYUTHUX PEOJIOIIKUX MOJesa, y CJAy4dajy yHyTpalllkbUX H3BOpa
Aucunanuje, uau Rayleigh-jeBUM npuryiieweM y ciaydajy crno/ballllbUX M3BOpa
aucunanuvje. MoaudukoBaHa Bep3uja HeJIOKaJHE KOHCTUTYTHBHE jeJHAuyuHE
Eringen-a je mpuMewmeHa Tako Ja yK/bydyyje U HeJioKasHe edekTe U edekTe

,zmcnnaunje KOpI/IHJheI-beM pa3/IM9YUTUX BHUCKOEJIACTUYHUX MOZeJia (1)paKI_U/IOHOl"

pena.

1.2 Ilpersep iutepartype

PasBoj BHUCKOeJIaCTUYHUX MoJiesla (paKLMOHOT THUIA 3arnodyeT je y
MUOHUPCKUM pajsoBuMa Gemant-a 1936, Blair-a 1944, Gross-a 1947, Gerasimov-a
u Rabotnov-a 1948. roguHe. I[IOHOBHO HHTepecoBawme 3a pa3Boj PppaKLMOHOT

padyHa Kao 3acebHe rpaHe MaTeMaTHU4YKe aHaJ/JIh3e HaCTaje ceJaMgeCeTHuXx rogmHa



aBagecetor Beka. Kmwura Oldham-a u Spanier-a [4] je npBa 036U/bHUja CTyAHja
¢dpakuuoHor pavyyHa. KacHuje, myb/siMKoBaHe Cy M OpojHe Jpyre KHUre U3
dpakMoHOr payyHa y KojuMa ce Moxke HahM JeTa/baH NpUKa3 OBe Teopuje Kao
wto cy Samko u ocranu [5], Kiryakova [6], Podlubny [7], Hilfer [8], Kilbas u
octasu [9], 3aTumM Diethelm [10] u gp. Besimku ycnex ¥ npeno3HaT/bUBOCT y LIKAPO]j
Hay4yHO] 3ajefHULM (pPaKIMOHU padyyH [Ayryje CBOjoj HNPUMEHU Yy OPOjHUM
Hay4YHUM AUCLHUIIMHaAMa: 6UouHXewepcTBY [11], dusunu u nHxewepcTBy [12],
MoJieJIupawy U ynpasbawy [13, 14, 16], HaHOTexHoJI0TUjU [15] Kao U y Teopuju
JMHaMUKe 4eCTULa, 10/ba U MeAujyma [17].

Tokom 60-tux u 70-tux roavHa XX BeKa, pa3BoOj Teopuje
BUCKO€JIaCTUYHOCTU Oa3vpaHe Ha PpaKLMOHOM pauyyHy KpeTao ce y JBa NpaBLa
dbopmynuiiyhy eKkBUBaJieHTHE KOHCTUTYTUBHE je/lHAYMHe. PycKU ucTpa)kuBayu
CY Y KOHCTUTYTHBHUM peJialidjaMa BUCKOeJaCTUYHUX TeJla Hajuellhe KOPUCTUIU
Boltzmann-Volterra-oBy uWHTerpajHy jejHa4uMHy ca CHUHTYJapHUM je3rpoM
HacJeJHUX CBOjCTaBa, AOK Cy Ce 3ala/lHu UCTPaKUBAYU KOPUCTHUIJIN UHTETPATHUM
v fudepeHnMjaJlHUM onepaTopuMa (pakuuoHor peja. Bpeau ucrahu pesynrare
cnenehux pyckux uctpakuBada: Meshkov-a, Shermergor-a u Rossikhin-a, kao u
pe3yJTaTe 3anaJHUX UCTpakuBauya: Caputo-a M Mainardia, B. [18-20]. Bagley u
Torvik [21-25] 1 Wharmby u Bagley [26] cy noka3asiu Be3y usaMehy ¢ppakLimoHUX
peoJIOUIKMX MoJesla U MeXaHM3aMa JUCHNalyje Ha MOJIEKYJIapHOM HUBOY
NPOUCTEKJIUX U3 MoJIeKyJlapHe Teopuje. /JlopUHOC y eKCllepuMeHTaJIHOj
BepuduKanuju (pakUMOHUX MoOJesa, Kao U HHJAeHTUPUKALUjU MapaMeTapa
Mojien1a, Aauau cy: Fenander [27, 28], Enelund u octanu [29], Taylor u octanu [30],
Petrovi¢ u octanu [31], Catania u Sorrentino [32], Lewandowski u Chorazyczewski
[33], Grahovac u Zigi¢ [3, 34]. Y sauTepaTypu ce Hajyemhe MOry cpecTu
bpakuuoHU MoJiesld Koju cy npobujeHu reHepanusanujom Kelvin-Voigt-osor,
Maxwell-oBor uiun Zener-oBor OJHOCHO CTaHJAPHOTI BHUCKOEJACTUYHOT MOJeJa,
kopuinheweM onepatopa ¢ppakLMoHUX U3B0Aa, B. Rossikhin u Shitikova [35-38] u
Atanackovi¢ [39, 40], uau guctpubyupaHor peja, B. Atanackovi¢ [41]. [lpumeHa
bpakUMOHUX MoJies1a Y JUCKPETHUM CHUCTEMUMA Ca jeJHUM WJIU BUIIE CTENeHU
cn060/le KpeTawa M KOHTUHYyaJlUM CUCTeMHUMa (CTpyKTypama) 3a ONHUCHBambe

NpUTYIIEeHUX OcCUUIalMja, jelHAaYMHaAMa Judy3uje, MpPoCTUpakba TaJjaca WU



BapHjallMOHOM pauyyHy MpHKa3aHa je y pagoBuMa Rossikhin u Shitiokova [42-44],
Bacli¢ u Atanackovi¢ [45], Hedrih u Filipovski [46], Hedrih [47] u Atanackovi¢ u
octasu [48, 49]. Ocuuiaunuje CTpyKTypa ca (pPakKLUOHUM MPUTYLIEHEM U
CTOXaCTUYKHUM NobyZaMa npukasaHe cy y pagy Di-Lorenzo u octanu [50]. Jow
jelaH BakaH CerMeHT IpuMeHe (QpaKLUMOHOr payyHa je y npob6ieMUMa
CTaOUJIHOCTU U MPOjeKTOBawy (PpaKLMOHUX KOHTpoJsepa, B. Lazarevi¢ [51],
Lazarevi¢ u octanu [52], Lazarevi¢ u Tzekis [53], Lazarevi¢ [54], Monje u octanu
[55], Li u Chen [56], Dadras 1 Momeni [57].

Y nutepaTtypu ce Mory Hahu GpojHe HyMepHUKe lLieMe 3a AUCKpPeTU3alujy
M pellaBakbe JMHeapHUX [58-61] W HesuMHeapHux [62-64] ¢paKLMOHUX
audepeHIMjaTHUX jeaHauynHa. Y pajgoBuMa Atanackoviéa u Stankoviéa [65, 66]
JlaTa je jeAMHCTBEHA HyMepHW4YKa lLieMa 3a alpoKCHMMalUjy U3BOJla U UHTerpasaa
¢pakuuoHor pena. bpojHu HyMepUUKH NpPUMEpPU NPHUMeEHe HaBeJeHe lleMe Ha
pazsnuuTte GyHKUUje U AudepeHIMjaHe jeJHaUMHe QPAKIIMOHOT pejia AaTH Cy y
pagoBuMa Pooseh v octanu [67, 68].

TepMUHHU Kao WITO Cy MaMeTHU MaTepujasiu, CTPYKType U UHTEJUTreHTHHU
CUCTEMHU Cy NN03HATH U3 JIMTepaType U KOPUCTE Ce y pa3HUM TEXHUYKUM rpaHaMma.
Mawe no3HaTU TeXHUYKM Ha3WMB aJalTPOHHUKA 006jefuibyje CBe MPETXOJHO
noMeHyTe. AJJaliTPOHCKU CHUCTEMM Ce MOopeJ, yIpaB/bauKor Jiejla cacToje U Of
Pas/IMYUTUX MYJTUPYHKIIMOHAHUX eJleMeHaTa, Kao IITO Cy pa3/IMYUTU THUIOBHU
CeH30pa WM aKTyaTopa, B. Janocha [69] u Lazarevi¢ u octanu [70]. Y MexaHu1iu
JUCKPETHUX CUCTeMa KPyTHUX TeJsla, IPUMEHOM pPa3JUYUTUX aKTHBHO-MACUBHUX
MyATUQYHKIMOHAJHUX eJieMeHaTa, 6a3upaHMX Ha MarHeTHOPEOJIOUIKUM
cBojctBUMa duyuga [71], 3aTUM NHe30eJeKTPUYHUM, BUCKOEJACTUYHUM WU
TEPMOeJIACTUYHHUM CBOjCTBUMA MaTepHjasia, MOXe ce 3HauyajHO yTUIATH Ha
JUHAMHUKy TaKBUX CUCTEMA M HHUXOBa aflaTpoHCKa cBojcTBa, Hedrih u Gorosko
[72]. HapouyuTy npuMeHy y HHAYCTPUjU HMajy POOOTCKHM CUCTEMH 4YHja ce
JUHAMHKA MOX€e OINHCAaTH jeJUHCTBEHHWM IMPHUCTYIIOM U NPUMEHOM MeTo/ia
aHaJIMTUYKe MeXaHMKe, B. Shabana [73] u Covié u Lazarevié¢ [74]. Bpojuu peutenu
3aJlalld JAUPEKTHOT W UHBEP3HOT KHWHEMAaTHYKOr mpob6seMa U JUHAMHKe
POGOTCKHUX CHUCTEMA THUIAa OTBOPEHOT Y 3aTBOPEHOT KUHEMATHUYKOT JIaHLla MOTY ce

Hahu y Lazarevi¢ [75]. MoaudukoBaHM MOJeJH NPETXOJHO TOMEHYTUX



MyJTUQYHKLMOHA/IHUX eJleMeHaTa ca U3BoAuMa GpaKLMOHOT pe/ia IPUMEHEHH Y
po6oTckuM cucteMuMa ob6pahenu cy y Caji¢ u ocranu [76, 77], y caydajy
npob6JsieMa oJijpehuBama reHepajucaHux cuJa, oaHocHo y Caji¢ [78], y cayuajy
npo6JieMa oJipehrBama 0/13MBa HeynpaB/baHOT POOOTCKOT CUCTEMA.

Y nutepaTtypu ce Takohe Moxke Hahu 3HavajaH Opoj pajoBa rje ce
OpaKLMOHU BUCKOEJACTUYHU MOJEJU NPUMEWY)y Y AUHAMUIU JUCKPETHUX
cuctema. Tako je y paay Hedrih [79] npefJioxeH Jiaku eieMeHT QpaKMOHOT TUIA
Ca CBOjCTBMMA IyXKeWa MaTepujasia KOjU je NpPUMEHeH Y MOoJesy KOju OIUcyje
JMHAMUKY KOHTaKTa u3Mehy 3y6ara symyanuka. Zigi¢ [3] je pasmaTpao npo6iem
ocuuialyja KOHCTPYKIHja y OOJMKY CTyba cacTaB/beHOT 0J, ABa 0Jioka NHpu
JlejCTBy CEeM3MHYKUX N00yAa, TrhAe je MoJea MPUTYIIEHUX OcCLuIanyja
NpeTNOCTaB/beH Kao JIaKh BHUCKOEJACTUYHM 1Tan (pakLUMoOHOTr peJa U
3aHeMapJbHBe Mace.

HactaHak MoauduKoBaHHMX TeopHUja KOHTHHYyMa, Kao WLITO Cy TeopHja
cuperHyTux HanoHa [80], kao ¥ pa3auuuTe rpajujeHTHe Teopuje [81], Be3syje ce
3a pyry MOJIOBUHY JiBaZeceTor Beka. HapouuTy naxmwy je NpuByKJ/a HeJOKaJHa
Teopuja esactuyHocTu Eringen-a [82-84]. Eringen je y cBojuM pajoBuMa
NpEeAJIOKUO HeJIOKaJHe KOHCTUTYTHBHE peJaldje, 6a3upaHe Ha MOCTOjamby
IPOCTOPHUX HeJIOKa/JHUX edekaTa y MaTepujajvMa U CTpyKTypama. U3BOpHO,
HeJIOKa/IHA KOHCTUTYTHBHA peJialijja je AaTa y UHTerpajHoM o6JMKy [83], kojy je
ayTop y KaCHHUjUM paJioBUMa U360poM oarosapajyhux ¢yHKiMja je3rpa
npebopmysnucao y audepennyjaany dopmy [84]. Judepennujanna dopma
KOHCTUTYTHUBHE peJsialiije HeJIOKaJlHe eJJaCTUYHOCTH, 32 Pa3/IMKy 0Jf UHTerpaJiHe,
¥Ma CBOjCTBa T3B. ciabe HesokanHocTU. HepnaBHo, Challamel v octanu [85, 86] cy
npejJioXKUIU reHepaiu3oBaHu Eringen-oB Mo/ies1 Ha OCHOBY QppaKIMOHUX U3BO/a
Kao NMpPOCTOPHO HeJIOKaJHUX omnepaTtopa. Ha ocHoBy mopebhewa jegHaunHa 3a
NpoCTHpawke [AWCIEep3HUX Tajsaca 3a (pPaKLMOHM TeHepavM30BaHU MOJeN U
jeqHauMHe JUCHep3HUX Tajaca jAobujeHe u3 Born-Karman-oBor wopena
JMHaMMUKe aTOMCKe pelleTKe, ayTOPU Cy MOKa3aju Jia NnpejokeHU GpaKkLUOHU
MoJieJ1 laje 60/be pe3ysTaTe of kjaacuuHe Eringen-oBe Teopuje. ¥ paay Peddieson
¥ ocTasnu [87], HeJloKa/siHA TeOpHUja je MPBU NYT yHnoTpeb/beHa 3a KOHCTPYKLUjY

HesokanHor Euler-Bernoulli-jeBor Mogesna rpefe a y CBpXy ONUCHMBamba



MEXaHWYKOr MOHallaka KOH30JIHUX HaHorpezaa. ¥ jutepaTtypu [88-92] moctoje
OpojHM TpHUMeEpPU pellaBakba paA3JIMYUTHUX IMpobJieMa CaBHjaka, W3BUjaba,
nponaranudje eJacTUYHUX Tajlaca, CJ000JHUX W MNPUHYAHUX OCLUJIALMja
HaHOCTPYKTypa MOJieJIMPaHUX IpYMEHOM HeJIOKaJIHe Eringen-oBe
KOHCTUTYTUBHe pesauuje. Y pagy Karlicic m ocranu [93] aHanusupaHe cy
c1000/iHe ocLuJIanyja yr/beHHYHUX HAaHOLEBHY, T'Zie je ypaheHa ynopeaHa aHaiu3a
3a Reddy v Hu-Tai mMogen HaHorpeje MpUMEHOM HeJIOKaJHE W TpajiujeHTHe
Teopuje esacThuyHocTu. Takobe, y pagoBuma Karlicic u ocraau [94-99],
aHaJIM3UPaHU Cy PasJMYUTU MPOO6JEeMH CA000JHUX OCUUIALMja U CTAOUIHOCTH
C/IO’KEHHUX, eJIACTUYHO WJIM BHCKOEJNACTUYHO CIPErHyTHUX, HAaHOCTPYKTypa Kao
IITO Cy HAHOIJIOYe, HAHOWITANOBU U HaHorpese. [lopes ogpehrBama concTBeHUX
dpekBeHIMja U KPUTHUYHUX CWJIa U3BUjalba CUCTEMA, y HaBeJleHUM paZoBUMa
WCIIUTUBAHU CY Y YTULAjU TeMIepaTypHOTr U MarHeTHOT M0Jba, UM oliTehema y
BUJY MNpPCJUHE, HAa AWHAMUKY W CTAaOWUJIHOCT MOCMATpaHUX cucTeMa. Y pajy
Karli¢i¢ u ocranu [100] npezaJiokeH je HeJIOKaJHU MOJeJ HaHOILJIoOYe Koja je
M3JI0)KEHAa [IejCTBY aKCHUjaJIHOT MarHeTHOT TMoJsba 3a ofpehuBame mnpoMeHe
dpekBeHIMje U aHA/IM3Y JUHAMUKe HaHOCeH30pa Mace o/ rpadeHckor JvcTuha.
HaHomioya je JgaTta Kao MexaHUYKU MOJZeJl KOjU je €eKBHUBaJIeHTAH MOJeJy
opTOoTponHe mioye JobujeHoM npuMeHoM Kirchhoff-Love-oBe Teopwuje mJoua,
CTUM UITO y3MMa y 063Up HeJloKa/He edeKTe Tj. epeKTe KOju 3aBUCE 0] BEJIMYHMHE
CTpyKType. BehrHa HaBe/leHUX HeJIOKaJHUX MO/ieJla HAHOCTPYKTYpa je 3aCHOBaHa
Ha JudepeHUjaaHoj GopMU HeJIOKAaHE KOHCTUTYTUBHE peJalyje, B. [84]. Unak,
OoBakBa ¢opMa KOHCTHUTYTHBHE peJialidje MMa CBOje HeJoCTaTKe Tj. [0Ja3Uu [0
napaZjokca KoJi NpuMeHe oJipeheHUX TpaHUYHUX YCJOBa Ha HeJOKAJTHUM
JudepeHIMjaJIHUM MO/ieJIMMa HaHOCTPYKTYpa, MoCe6HO KOJI HEJIOKAJIHUX Mo/iesia
KOH30JIHUX I'pejia. Pelewe oBUX Mpob6seMa je mpeyiokeHo y autepatypu [101-
104] npuMeHOM MOJAMGUKOBAHUX UHTErPAJHUX HUJIU UHTErpo-AudepeHIUjaTHUX
HeJIOKQJTHUX KOHCTUTYTUBHUX peJialiyja.

EdekTy Aucunanuje y HAaHO eJIeKTPOMEXaHUYKHUM CUCTEMHMA KOjU NOTUYY
0/, pa3/IMYUTUX H3BOpa omnucaHu cy y paay Imboden-a u Mohanty-a [105].
[IpumeHa MO PHUKOBAHUX HeJIOKAJIHO-eJIaCTUYHUX U dpakuuoHo-

BUCKOEJIAaCTUYHUX KOHCTUTYTHBHUX peJlalidja HamoH-Aedopmaluja je MNpBUA NOyT



npeasioxkeHa y paay Caji¢ v octanu [106] Ha mpo6seMy cJ060JHUX OCIUIALIHMjaA
BHCKOeJIaCTUYHOI HaHowTana. KacHuje, y paay Ansari u octanu [107] je
aHa/Ju3upaH Mnpob6seM ciaoboaHUx ocuuaanuja Timoshenko-oBor Mogena
dpaknyoHo BHCKoesiacTU4He HaHorpege. Caji¢ u octranu [108] cy pasmaTpanu
npo6JsieM CA000AHUX OcUUJIalMja (paKIMOHe BHUCKOeJAaCTUYHE HaHOTrpeje ca
MacoM, IpUMeHOM MoAMPHUKOBaHE HeJIOKaJHe KOHCTUTYTUBHE pesanyje u Euler-
Bernoulli-jeve Teopuje rpena. Kacuuje, y pagy [109] uctu ayTopu cy aHaJiu3upasu
npo6JsieM CJA000AHUX OCHWJAalMja HeJI0OKaJHe HaHorpeJe Ha (QpakKIUOoHOj
BUCKO€JIACTUYHOj NO/JI03H, TZe Cy AoOUujeHe jelHAYNHE KpeTawa CUCTEMA ca JiBa
BpeMeHa peTap/anuje u ABa ¢ppakiroHa napaMeTpa.

[loce6baH cay4yaj y aHaluM3U [JUHAMUKe CTPYKTypa MpeACTaB/bajy
reoMeTpUjCKU HeJIMHeapHe oOCLUJaldje Trpela W IJIo4a, IJle Cy HeJMHeapHe
nebopMaliyje CTpPYKType y3eTe y 003Up yBoheweM y Mojesn von Karmdan-ose
HeJIMHeapHe peJsanyje Aedopmanuja-nomepame. Y cayyajy Kajla y TaKBUM
CTPyKTypaMa ImocToju ¢pakiyuoHo npuryiiewe Rayleigh-jeor Tuma wiun
npuryliere  Koje  NOTHYe  OJf  CTPYKTypa  ONUCAaHUX  (pPaKIUOHUM
BUCKOEJIAaCTUYHUM MOJeJMMa, aHa/li3a HeJMHeapHUX OCLMWJalkja 3axTeBa
nocebHe MeToJe pellaBawka [J00OHjeHUX HeJHHeapHUX JudepeHLUjaTHUuX
jenHaurMHa ca ppakiMOHMM H3BoAMMA. [I[puMeHa mepTybalioHEe METO/ie BUIlE
BPEMEHCKUX CKaJla, yCBajamkeM O0JiroBapajyhux NpeTNOCTaBKU 3a HU3BOJeE
dpakuuoHor pesia, nokasaJa ce BpJio epUKaCHOM y pelllaBalby TaKBUX jeIHAYMHA,
B. Rossikhin u octanu [110-113].

Y paay Ansari u octanu [114], rae je pasamaTpaH mpob6JieM CJA060JHUX
ocuMJalMja HaHOTpeJle ca TeOMeTPUjCKOM HeJIMHeapHolINy, NpejJjioKeHa je
npUMeHa HeJIOKasiHe U QPAKIMOHO BUCKOEJAaCTUYHE KOHCTUTYTHUBHE peJaluje.
HenuneapHe audepeHiyjaite jesHaurHe GpaKkUOHOT peJia Koje OMUCYjy CUCTEM
Cy pellleHe HYMEPUYKOM MPEeJUKTOP-KOPEKTOP METOJIOM U NMPUKA3aHU Cy O/I3UBHU
CUCTeMA 3a pa3/IMYUTe BPeJHOCTH MapaMeTapa Mojesa. Y pajy Ansari u octanu
[115], aHanu3upaHe cy JMHeapHe W HeJIMHeapHe OCLWJalldje MUKPO W HaHO
Timoshenko-Bux Mozena rpesa, npuMeHoM MoudUKOBaHe TeopHje rpajvjeHaTa
nebopmanyje, ¢pakuuoHor Kelvin-Voigt-oBor mozena u von Karman-oBux

pesanuja 3a  HeauHeapHe — Jgedopmanuje.  PpakuuoHe — HeJMHEapHe



AudepeHlyjasiHe jeHAaYWHe Cy pelleHe NPeAUKTOP-KOPEKTOp METOAOM H
BpeMEHCKHU OJ|3UB CHCTeMa NpHKa3aH je 3a pas3/IMiUTe BPEeJHOCTU IapaMeTapa
Mo/JieJla U pa3/IMuuTe rpaHudHe ycioBe. Takobhe, y paay Oskouie u Ansari [116]
CIpoBeJieHa je aHa/M3a JIMHEAapHUX M HeJMHeapHUX ocunuianvja GpakLHUOHHUX
BUCKoesacTUYHUX Timoshenko-Bux Mogena HaHorpesa Ha ocHOBY Gurtin-
Murdoch-oBe Teopuje mnoBpmIMHCKMX HanoHa. CHpoBoJieHa je CJM4YHA
MeTO/I0JIOTHja pellaBamka (QPaKLUOHUX HeJMHeapHUX JudepeHLHjaTHUX

jeﬂHa‘{I/IHa H MapaMeTapCKa dHaJ/JIM3a Ka0 Uy IPETXO0AHO HaBEeJ€HUM paJOBHUMaA.

1.3 /JeduHuunuje u3Boaa U MHTEerpasia pakuMoHOr peja

®dpakMoHU payyH je MaTeMaTUYKa TeopHja Koja ce OaBU M3BOAMMA U
WHTerpajrMMa HelleJIOOpPOjHOT pesia, Tj. pe/iCTaB/ba YOIIITEHE KJIaCUYHE Teopuje
MHTerpajHor u audepeHnyjaiHor payyHa. HacrtaHak oBe Teopuje U HeH NpPBHU
noMeH Be3yje ce 3a Leibniz-oB paj o6jaB/beH 1695. roguHe, rje je nNpBU MyT
yBeJleHa 03HaKa 3a U3BOJ, N-TOT peJia. Y NUCMy Koje je KaCcHHje IOBOJOM OBOT paja
I'Hoépital ynytro Leibniz-y ca nuTameM mrTa 6u 6UI0 Kaga 6U ce yMeCTO h-TOr
pasmaTpa/id u3BoA pefa 1/2 Tj. Aa je n pasjoMak, ycjaefuo je A06po MO3HATH
oarosop: ,To he goBecTu A0 mapajokca, of Kojux he jegHor gaHa npoucrtehu
KOopHcHe mnocienuue”. Ucre roauHe, y nucMy koje je Leibniz ynytuo Johann-y
Bernoulli-jy cnomume ce usBog, ,onmrer pega“. [lopes Tora mwro ce y GpakyuoHOM
pauyHy yMecCTO 1ieJIOOpOjHOT, N-TOT pejia M3BOJA UM UHTEerpaja MOXe jaBUTH U
peasaH 06poj, MCTO TaKO Ce MOX€E jaBUTH M KOMILIEKCaH 6poj. Ommroct
HOBOHAcCTaJle TeopHje NMPUBYKJA je y npexacTojeheM mepuoay U Jpyre nosHarte
MaTeMaTuyape kao wto cy Euler, Fourie, Liouville, Riemann, Abel, Lagrange,
Laurent u Laplace.

Hakon Leibniz-a, Euler ce Takohe 3auHTepecoBao 3a oBy TeMy. Haume, y
CB0jOj AWCKYCHjU O N-TOM HU3BOJy PYHKIIHje M0 MPOMEH/bHBOj X, KOHCTATOBAO je Ja
ce HU3BOJ, MOXe HahM KOHTHUHya/JHUM JudepeHuUpawmeM. MehyTumMm, TakaB
NPUHLIMII Ce He OM MOrao MPMMEHUTH Y CIy4ajy /ia je n paydoHasiaH 6poj. Jame je
TBpAXO Ja 6u ce Moryhe pellewme OBOT MUTawkba MOIJIO TPAXKUTU y NPUMEHHU

MeTOo/le UHTepIoJialyje KOjy je OH 00jaCHUO Y CBOjOj AUCEPTaALUjH.



Lagrange je Ha WMHJUPEKTHH HAYMUH JA0 CBOj AONPUHOC (PaKLHOHOM
pauyHy. OH je mpeACcTaBUO 3aKOH O eKCIIOHEHTHUMA AudepeHHjaTHUX onepaTopa
1es106pojHOT pesia y popMu

ds dm ds+m
dxs dxmf - dx”mf' -1

KacHuje je oBaj 3akoH nmpouiMpeH 3a NIpOM3BOJ/bHO S U M y3 U3BECHA OrpaHUYeHha
Ha GyHKIHUjuU f(x).

Laplace je 1812. ronune aeduHucao GppakUOHU U3BOJ, MPEKO UHTErpasa
aJu ce NpBU NOMeH QPaKIUOHOI U3BOJA MPOHU3BOLHOI pefla MOMUEbE Y paay
Lacroix-a, koju je ga/be paspazauo ujaejy Euler-a ckopo cto roguHa kacHuje. 3a n-
TH U3BoJ GyHKIHje f = x™ , r/le je m Mo3UTHUBaH OpOj, U3BEO je caenehu u3pas

d" m!
D'f = T (x™) = mxm_", m = n. (1.2)
3ameHoMm ¢akTopujesa y jeaHaydHu (1.2) oparoapajyhom Euler-oBoM rama

dyHKUMjoM, fo6uja ce cneneha dopmyia 3a GpaKIMOHU U3BO/

df rm+1)
= X ,
dx® T'(m-n+1)

m=n, (1.3)

rZie Cy m 1 n paljioHaJIHU 6pojeBU a ramMa PpyHKIMja je fedpuHucaHa 3a z > 0

I'(z) = f e *x? ldx (1.4)
0
Cnenujannu cay4aj ¢popmyse (1.3) je Lacroix-a u3payyHao 3a BpeJHOCTU [ = X,
n=1/2um =1 106uBIIH

dt/? r(2)
/2 (x) =

X2 =2 X (1.5)
rG3/2) -

JlobujeHr pe3yJsiTaT He OJCTyNa o pe3y/TaTa KOju OW 3a UCTU CJay4daj AO0OHIU

D1/2f —

NPpUMEHOM CaBpaMeHUX MeToJla (PaKIUOHOI payyHa. Joll jeJaH CIelUjaJHU
CIy4yaj KOju ce MOXe pa3MaTpaTh U3 nocMaTpaHe dopmysie je ciaydaj Kaja je
m =0 U Kaza je PyHKLMja KOHCTAHTA, OJjaKkje ce Ao0Ouja Ja je U3BOJ pela a
pPa3JIMYUT OJf HYJIE:
d—a(l) = ;x_“ #0. (1.6)
dx® I'1l-oa)

Wnak, npuMeHa Lacroix-Be MeTo/ie je 6U/la orpaHUYeHa Ha HeKe QyHKIUje, TaKO

Jla 0Baj MeTOJ, HUje NMao TOJMKO BeJMUKH 3Hauaj. ¥ Ja/beM pa3Bojy GppaKILMOHOT
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padyHa JonpuHOC je Aao u Fourier, npeAcTaBUBILIN U3BO/J, TPOU3BOJBHOT pefia & y3

noMoh UHTerpasiHe penpeseHTanuje GyHKIHje

ﬁ - f f(e)de f t*cos [t(x —&)+- aTt] dt. (1.7)

dx®

+ oo

—o00
[IpBy npumeHy ¢paknyoHor payyHa Hamao je Abel y pemewy uHTerpasHe
jenHa4YMHe Koja omucyje mpobsieM TayToxpoHe. [Ipo6sieM TayTOxpoHe (M30XpOH
WJIM MCTOBpPEMEHM NpobJieM) npefcTaB/ba NpobseM ofpehuBamwa KpUBe y paBHHU
0 KOjOj Cce CHyllTa MaTepHjajiHa Tayka 0e3 Tpewa M M0J, yTHIAjeM CHJIe
rpaBUTal{je Y HajHWXKY TadKy KpHBe, TaKO Ja BpeMe CIyCTa He 3aBUCHU Of
MOYETHOTr MOJIOXKaja Tadyke Ha KpuBoj. Takobhe, Abel je pemuo onmTtu cayyaj

MHTerpaJHe jeflHauYMHe 06JIMKa
1
mf(x —t)* y(t)dt = f(x), x=>a0<a<l, (1.8)
a

oJlaKJie ce MOJ MpeTHOoCTaBKoM Ja je f HemnpekuaHa PpyHKIMja Ha [a, b] mobuja

peliewme 06J1MKa

f(©)
y(x) = —a) dxf (x —t)e . (1.9)

3a Abel-oBy uHTerpasHy jeiHa4YMHY ¥ GOpMU

Ma )f(t — ) ly(®)dt = f(x), x<h0O<a<1 (110

Jlobuja ce pelere 06JMKa

y(x) = _1“(1 ) dxj(tf—(tj)“ t. (1.11)
[IpeTxonHO HaBeJeHU pe3y/aTaTH, @ HapoyuTo Abel-oBo peliewe, NPUBYKIU CY
naxmwy Liouville-a a kacuuje Riemann-a u Holmgren-a, koju cy mehy npBuma
M3paJiuid 06UMHHUje CTy/iUje Ha TeMy ¢ppaKLuoHor padyyHa. Kopucrehu pesyarare
3a M3BOJle L|eJI0OpOjHOr pefa U pa3Boj QYHKIHUje y eKCIOHEHLUjasHe pesioBE,
Liouville je fao cBojy npBy AeduHULUjy GpaKUOHOT U3BOJA Y O0JIUKY

4’/ () = Z cpanen*, (1.12)

dx®

n=0
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rze je dynkuuja f (x) gata kao

fx) = Z cpen”, Re(a,) > 0. (1.13)
n=0
pyra Liouville-oBa popmy.sia 0611Ka
d%xF I'(a+ )
—— = (—1)*——FZx"* B 1.14
T = D gy B> (114)

je fobujeHa y3 nmoMoh 6eCKOHAaYHOTr WHTerpaja yCKO Be3aHOT 3a ramMa QyHKIUjy.
[IpMeHa npeTxoiHO HaBeJeHUX pOpMyJia je OrpaHUYEHA U OHE HHUCY IPUMEmUBE
3a LIMPOKY KJacy PyHKIMja. Unak, HemTo KacHUje Liouville je momao g0 HoBe
dbopmyne 3a UHTerpauujy GppakuuoHor peja QyHKLUje Koja JM4YA Ha popMmyJe
KOje Cy laHacC aKTyeJIHe

I“f(x) =

1 (00
—arr | fx -0t (D, (1.15)
(-1 F(a)of

rae I o3HavyaBa WHTerpasiHu omnepatop. Liouville ce mehy npsBuma 6aBuo
pellaBalkheM JIMHeapHUX JAudepeHLUja/lHUX jeAHAYMHaA KoOje cajpKe H3BOJe
¢dpakuuoHor pezaa. [lepuHunyje M3BoJa U MHTerpaja Koje ce JaHac KOPHUCTe Yy
dpaKLMOHOM pavyyHy NOYUKY Ja A00ujajy GopMy Koja je U laHaC aKTyeJsiHa TeK ca
pe3yJTaThMa KoOje je y CBOjUM CTYAEHTCKUM JaHuMa A06uo Riemann a koju cy
06jaB/beHU MOCTXyMHO. Riemann je pgomao o pa3iU4YuMTUX JedUHULHjA KoOje
yK/by4yjy onpebeHuM HHTerpaq ¥ MNpUMemHUBE Cy Ha CTelleHe peJloBe ca
HeleJ1060POjHUM eKCIIOHEHTUMA y 00JIUKY
x
1°f(x) = ﬁf(x —)* I (t)dt + P(x), (1.16)
c
rae je W(x) kommieMmenTapHa ¢yHKIMja Koja je mojaTa 360r HeoJpeheHOCTH ¥
Jlolkoj rpaHunu c. Holmgren je 6uo mpBU Koju ce y cB0joj AedUHULHUjU
dpakinyoHor u3BOJAa OJpeKao KOMIJIeMeHTapHe QyHKIUje. 3axBasbyjyhu
JonpuHocy Griinwald-a y o6jeavumbaBakby NPEeTXOAHUX pe3yJiTaTa, Kao U paZjoBuMa
Sonin-a (1869) u Letnikov-a (1872) mouio ce [0 jeAHe o JaHAC HAjIO3HATUjUX
febununuja Riemann-Liouville-oBor unTerpana, (B. [1]). [Ipumenom Cauchy-jeBe
VHTerpajHe ¢opmMyJsie U 3aMeHOM (akTopHjesia ofropapajyhom rama ¢pyHKIUjoM

Ta GopMyJia je AaTa y OOJIUKY
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1 X
1f(x) = mf(x —t)*1f(t)dt, Re(a)>0, (1.17)

rae je I* Riemann-Liouville-oB onepaTop ¢pakijuoHe HHTerpaiuje, a ©360pom
¢ = 0 pobuja ce Riemann-oBa ¢opmysa (1.16) 6e3 kommieMeHTapHe QYHKIH]e,
JlOK ce 3a ¢ = —oo 00Mja jelHAYMHA eKkBUBaJieHTHa Liouville-oBoj npBoj dopmyn
(1.12), B. [1]. 3a cayuyaj kaga je ¢ =0, mebununuja Riemann-Liouville-oBor
dpakuMOHOT HM3BOJla Ce MOXe J00UTH U3 NpeTxoAHe JedUHUIUje Kao JieBa

uHBep3uja [* Ha cienehu HayuH

“ (DM f(x), n—-1<a<n,
D) = {D”f(x), a<n,

rae RLD® = d%/dx* os3nHavaBa onepaTtop Riemann-Liouville-oBor ¢paknuoHor

(1.18)

u3Boza. Riemann-Liouville-oB u3Boja ¢ynkuuje (1.18) ce Moxke npukasaTu y

pa3BHjeHOM 06JIMKY Kao

Rlpaf(x) = f(x — )" 1f(t)dt, (1.19)

I'(n a)d n

Kajajen—1<a<n.

Y HyMepHuKuMM MeToJlaMa BeJIMKM 3Hayaj 3a pellaBambe (paKLHOHUX
audepeHUMjaHUX jeaHauynHa wuMa U Grinwald-Letnikov  pedunuumja
dpakLMOHOT M3BO/Ia y 00JIUKY

Tio(—1" () FGx = keh)
h« '

GLpaf(x) = lim 0<a<l, (1.20)

a . .
rje (k) O3Ha4aBad reHepajii3oBaHA OMHOMHU KOG(l)I/IL[I/I]eHT Ca raMa Cl)YHKU,I/I]aMa

yMmecto ¢aktopujena. Hegocrtatak Riemann-Liouville nedununuje ¢pakuuoHor
M3BOZA Jla y AudepeHLHjaJHUM jeJHAaYMHAMa YMECTO KJACUYHUX MOYETHHUX
ycJIoBa ca LeJIOOpPOjHUM U3BOJMMA KOPUCTH MOYETHe yCa0Be PpaKLMOHOT peja,
MoauduKanyjom gepuHuidje GpakiMoHOT U3BoJa OTKJIOHHO je Caputto, B. [1]. U
Rabotnov roguny pgaHa mnpe Caputto-a paHuje ynoTpebHO  CJAUYAH
AudepeHlijasiHU onepaTop y NpobjieMruMa BUCKOeJaCTUYHOCTH [19], anu je 0Baj
OTEepaTop je y JJaHAlIKb0j JUTEPATYPH Mo3HAT Kao Caputto-B GpaKIMOHU U3BO/I.

Jedbununuja opor GppakUOHOT U3BO/A [laTa je y 00JIUKY
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1 dm
CDaf(X) = mf(x - t)m_a_l%rgt)dt, (121)

rze je f(x) dyHkuuja ca (m — 1) HempeKUAHUX U3BO/A.

CBe no cepampaecetux roarHa 20. Beka pa3Boj GpaKLMOHOT payyHa je TeKao
BEOMa CIIOpO, ca MajJuM OpojeM o06jaB/beHHUX pajioBa. Y OBOM IEPUOAY, CBOj
JloprHOC 0BOj ob6usiactu ganu cy H. Davis, A. Erdelyi, H. Kober, G. Hardy, ].
Littlewood, M. Riesz, S. Samko, , I. Sneddon, A. Zygmund, E. Love, B. [4] u [5]. IIpBa
MehyHaposHa KoHpepeHIMja U3 PPaKLIMOHOT payyHa ofp>aHa je 1974. roauHe y
CA/l. Opn Taja ma Jio laHAlIKbUX laHa 00jaBJ/bEH je BEJIMKU OpOj HAayYHUX pajioBa U
Kibura nocBeheHux TeopuUju W NMpUMeHU QPAKIUOHOT payyHa, a UCTOPHjCKHU
nperJie/i 3Ha4ajHUX NMyOJIMKalMja, KOHQepeHIMja, KypceBa U CEMHUHApa ca OBOM

TeMOM Mo3Ke ce Hahu y [6].

1.4 ®dpakuuoHHU MOJe/ I BUCKOEJIACTUYHOT TeJsia

®pakuMOHU payyH je NMpPUMeHmeH Yy MHOTMM Hay4HUM 06JacTuMma, U y
JUTepaTypu ce 4yecto cpehe y BHCKOeNaCTUYHHUM MOJieJIMMa pa3HUX THUIIOBA
noJiiMepa, ejacToMepa, OMOJIOLIKUX MaTepujasa WU Yy ONMCHUBAaKkYy MOJAJHOT
NpUryllewma KoJ, ocuuaanyja cTpykrypa. OnepaTtopu ¢pakiUoOHOT pefia UMajy
HeJIOKaJIHA CBOjCTBA, Te je HbHUXOBAa NpHUMeHa y KOHCTUTYTHUBHUM peJalujama
BUCKOEJIACTUYHUX MaTepujajla MpPUpPOJHA, C 003UPOM Ha HHUXOBA CBOjCTBA
NpUryllewa, peJjiakcaluuje, My3amka KU Memopuje. [IpuMeHOM QpakIMOHUX
BUCKOEJIAaCTUYHUX MOJlesla, KOjU MMajy Makbu Opoj mapameTapa y OJHOCY Ha
MoJleJie ca LieJIOOpOjHMM M3BOJAYMA, MOXe ce NOCTUhU Ke/beHa TadHOCT Y
npeZBMbhamkby MeXaHUYKOT MOHAlllakha peajHUx MaTepujana, Koeller [18]. Y paay
[22] nmnokasaHa je ¥ Be3a ¢pakKIMOHUX BHCKOEJACTUYHUX MoJiesa ca
MOJIEKYJIJAapHUM  TeopujaMa Koje  OIHUCYjy MaKpOCKOIICKO  IOHallame
BUCKOEJIACTUYHUX MaTepHujaa.

Besa HamoHa ¥ Jedopmalivje KoJ peajlHUX TeJa je Hajuelnhe y 06J1acTu
u3Mebhy HUeasHUX eJaCTUYHUX TeJsia, T/le HAIOH JIMHeapHOo 3aBUCH oJ; pyHKIUje

JebopMalidje, 1 UJealHUX BUCKO3HUX JyW/a, r/ie je HanmoH QyHKIMja MpBOT
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u3Boja ¢yHkuvje Aedopmanuje. Y CBpXy MoJesMpama peasHUX MaTepujaja
HacTa/u cy 6POjHH KOHCTUTYTUBHMU MOJIeJIM KO/ KOjUX HAIlOH JIMHEeapHO 3aBUCHU
oJ, dpakiMoHoOr U3BoAa PyHKUUje AedopMalUje, MPpU YeMy je pes PppakKMOHOT
M3BOJia U3Mehy HyJie U jeAUHULE, Tj. y3MMa BPeJHOCTHU YHje ce TPaHULie OZHOCE Ha
yJlea/lHa eJlaCTUYHA TeJsla U UJieasiHe BUCKO3He duiyu/jie.

Y Atanackovi¢ u octanu [48] npukasaHa je onwmta popMa KOHCTUTYTUBHE

jenqHauYMHe HanoH-JedopMalMja o — € 3a IMHeapHe QpaKLUOHE MOJieJie y 00JIUKY
N

M
Z a, RED%ng(t) = Z b, RiDPme(t), t >0, (1.22)
m=0

n=0
rae cy ag, -, Ay, bg, - by, @g, oy Ay U By, .., [y PEATHE KOHCTAHTE. Y TOPH0j
jeAHAYUHU KoepULUjeHTH a, U [5,, NpeJCTaB/bajy PpaklLUOHe MapaMeTpe Tj.
03HauaBajy pej M3Boja y omepatopuma KiD% y RLDBm Riemann-Liouville-ose
NebuHunyje ppakyuoHor usBoja. Koncranre a, u b, uMajy GU3U4YKO 3HaUYEHE y
YHeHULM Jla NPeJiCTaB/bajy YOILITEHA BpeMeHa pesakcauuje (perapjaiuje) y
KOHCTUTYTUBHO] jeagHauuHu (1.22). TleHepanu3soBaHa ¢opma JiMHeapHe
KOHCTUTYTHBHE jeJJHAUMHE BHCKOEJACTUYHHUX Tesa ¢pakuuoHor pezaa (1.22),
MOXKe Ce CBeCTHU Ha MHOre 0] IO03HaTHUX MoJiesa oArosapajyhum wusbopom
napaMmeTapa a,, b, a, u B,. Onire nosHatu Kelvin-Voigt moaesn Mmoxe ce 1o6uTH
u3 (1.22) ycBajameM ciaefehux BpejHOCTHM mapeMaTrapa: ag=1, a; =0,
i=1,..,N,by# by #0, bj =0,p=070,=1, ﬁj =0,j=2,..,M. Orpanuuemwma y
BpeJHOCTMMa IapaMeTapa MoJeja Koja MNpPOUCTUYYy U3 Jpyror 3aKoHa
TepMOJUHAMUKeE, TAauyHHUje U3 EHTPOIMjCKe HejelHaKOCTU Koja ce y Ccayyajy
M30TEPMaJIHUX Ipolleca CBOJAM HaA JUCUNALMOHY HejelHAKOCT, oapebyjy ce
npuMmeHoM Fourier-oBe TpaHcpopmalvje KOHCTUTYTHBHE jeaHauuHe (1.22), Tako
Jla ce 00Uja KOMILJIEKCHU MOAy y ciefeheM 06/1MKy
N _6(w)

E(w) = (o)

rze cy 6(w) u é(w) Fourier-ose Tpancpopmanuje pyukuuja o(t) u &(t). lame, E”’

=FE'(w) +iE"(w), w €0, ), (1.23)

npe/icTaB/ba UMarkHapHy KOMIIOHEHTY KOMILJIEKCHOT MOJyJla WM T3B. BACKO3HH
MOJyJI, IOK peasiHa KoMIoOHeHTa E' mpejcraB/ba eJlacTUYHM MojyJ. Kako 6u
JIMCUIIallMOHa HejeJIHAaKOCT OWJia 3a/l0BO/beHa moTpe6HO je ma E' u E" 6yay

HeHeraTHBHE 3a CBe BpeJHOCTH w € [0, o0):

15



tan 6(w) =

b;((:))) >0, E'(w)20, E"(w)=0. (1.24)

[IpaTtehu npoueanypy onucany y pany Bagley u Torvik [24], HakoH Fourier-ose

TpaHcPopmalyje jeaHaurHe (1.22) KOMIJIEKCHU MOAYJI ce Jl00Uja y 0BJIUKY

A _ Z%:O bm (iw)ﬁm
E((l)) - Zg=0 an (I(L))an

HopMmanusanujoMm jesHauune (1.25) kao y [48] 1 npukasuBameM ucTe y ciaefehem

) w € [0, ). (1.25)

006JIMKY

N 2

> ay (o)

n=0

E,(w) = E(w) = E;(w) +iE;) (w), w € [0, ), (1.26)

Jlo6HjaMo UMaruHapHy ¥ peasiHy KOMIIOHEHTY Kao LITO e

N M
anT T
E)(w) = <Z a,w*cos %) <Z b,,wPmcos 'B%)
m=0

n=0
N M 8
anT I
+ (Z a,w%sin %) ( b, wPmsin %) (1.27)
n=0 m=0
N M ﬁ
anT I
El(w) = <z a,w*cos %) <z b, wPmcos %)
n=0 m=0
N M 8
anT /i
— (Z a,w*sin %) (Z b, wPmsin %) (1.28)
n=0 m=0

OrpaHuyewma Ha BpeAHOCTH MmapameTapa y mofeny (1.22), Tako Aa jelHaYMHA
3ajloBo/baBa ycioBe (1.24), perassHO cy onucaHa y [48] 3a yertupu
KapaKTepUCTUYHA C/y4aja pa3JIMuYUTUX OJHOCA TapeMeTapa a,, by, &y U Bp,.
[lopen, moMeHyTHX JIMHEAapHUX MoJejia Tpeba HANOMEHYyTH Ja Cy ¥y
JIUTEpPATypU 3aCTylJbeHU U (PpaKLMOHU MOJeJU JUCTpubyupaHor pena, [48].
KapakTepucTuyHa  KOHCTUTYTHMBHA  peJsialMja  HamoH-Zedopmanuja  3a

AucTpubyrpaHe ppakioHe Mo/Jiesie UMa 06JIMK

[ ™ pro@ar =& [ g vy, c>0, @29
0 0

rae cy ¢y(¥) U ¢,(yY) KOHCTUTYTHUBHE OYHKIIMje MO3UTUBHO MHTErpabuJiHe 3a
y € [0,1], niu guctpubynuje, Koje KapaKTepullly MaTepujas, JoK E mpejacraB/ba

reHepajicaHd Young-oB OB MOJAYyJl eJaCTUYHOCTU. JeaHauyuHa (1.29) ce moxe
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npejctaBuTu y popmu (1.22), ykosnko ce ¢, (y) u ¢, (y) npernocrase y ciegehem

00JIUKY
N

b =) @S —a@),  $e)= ) bpdG—fn),  (130)

n=0

rae je & Dirac-oBa guctpubynudja. OrpaHudyerma Ha BpPEeAHOCTU MapaMeTapa y
penayuju (1.29) koja NpoUCTHUYY U3 JUCHUIIALLMOHE HEjeJHAKOCTHU Cy OIMUCaHA y
[48].

AkueHat he 6UTH cTaB/beH Ha MPUMePY JIMHeapHUX QPaKIMOHUX MoJesia
tuna (1.22). Mebytum, BpeMeHa pesiakcanyje/petapjanuje 6uhe gatay popmu 3a
MoJieJie ca jeJHUM U BUllle PpaKLMOHUX IapaMeTapa U jeIHMM WJIU BUIlle BpeMeHa
penakcanyje (perapjaluyje) yvja Cy CBOjCTBA U TepMOJHMHAMHYKa OTpPaHUYEHA
onucaHa y pagoBuMa Rossikhin u Shitikova [35-38, 44].

[locmaTpajMo Hajnpe Hajupoctuju ¢pakyuonu Kelvin-Voigt mogzen y
06JIMKY

o (t) = Eo(e(t) + t& RLD%e(1)), (1.31)
rae je E, pesakcMpaHd MOAYJl e€JaCTUYHOCTH, T, je BpeMe peTraphaluje, a je
dpakuuonu napamerap u RLD¥ je onepatop Riemann-Liouville-osor ¢pakiuonor
u3BoJa. [IpBu nmomeH oBor mMojesa Be3yje ce 3a paf Shermergor-a (B. Rossikhin
[19]) Mogen (1.31), kao U cneuujaJiHU CJay4aj OBOT Mo/jiesia ca LieJIOOPOjHUM
u3BoZoM a =1, cy Hajuemthe mNpuUMewmUBAHU MOJEJU Y JMUTEPATYPU Y
npo6JsieMruMa U3 06J1aCTHU CTPYKTYpHe AuMHaMmuKe, [21-25, 44]. MoaudukoBaHu
Kelvin-Voigt-oB Mmozie ca iBa ¢ppakijioHa mapaMeTpa je JaT Y 06JUKY

o (t) = E, (e(t) +7¢ FLD%e(t) + 75 FLDPe(t) ). (1.32)

[eHepanvsoBanu ¢pakunoHu Maxwell-oB Mozen je mnpukasaH KopuinhewmeM
pesanuje HanoH-AedopMalyja

o () + 7% RLD%g () = Eo, v REDPe(0), (1.33)

rge je caga ca E, 0O3HayeH TPEHYTHU MOJAYJ €JIaCTUYHOCTU U T, je Bpeme

penakcanuje. [IpBu MogudukoBanu ¢pakuuonu Maxwell-oB mogen je gat y

06JIMKY

o (t) + ¢ RLD%g (t) = E,, (Tg RLp@e(t) + ¢F RLDﬁe(t)), (1.34)
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rZie je y OJJHOCYy Ha MPEeTXOJHU CJy4yaj ca JleCHe CTpaHe JA0JaT joul jeflaH 4yJaH y
koMe o¢urypuile u3BoJ, GyHKUUje AedopMaluje a-TOr pela U Q-TH CTeleH
BpeMeHa peJsakcanuje t¥. Takobe, y JsuTepaTypd ce Moke Hahu W HENITO
JApyrauyvja Mmoaudukaumja ¢pakuuonor Maxwell-oBor mozena (1.33) y kome je
JloJ1aT joul je/laH 4YJiaH Ha JIEBOj CTPAHU je/lHAYHUHE Y 00JIUKY
o (t) + 7% RED% (¢) + 7 RLDP g () = Et? RLDPe(0). (1.35)
Ha kpajy, Tpeha mogudukanuja Maxwell-oBor mojiesia je koMO6MHaIMja NpeTX0AHA
JiBa cjy4yajeBa M JaTa je y GopMHU
o (t) + 7% RLD% (¢) + 7P RLDPg (t) = E,, (rg‘ RLDag(t) + 7P RLDﬁg(t)). (1.36)
MopauoukoBanu Kelvin-Voigt (1.31) u Maxwell (1.33) — (1.36) cy mojmenu ca
yeTUpU KoHcTaHaTe. 3a MoaudukoBaHu Kelvin-Voigt oxapebhyjemo BpenHocTu
napametapa E,, a , f u 7, Aok kox Maxwell-oBux Mojiesia 3a/iajeMo BpeJHOCTH
napametapa E, a, f u 7., rae E,, 03HayaBa TPeHYTHU MOJYO €JIaCTUYHOCTHU U T,
je BpeMe peJsiakcauyje. JefHa4rMHe
['eHepa/M30BaHU CTaHJAPAHU BUCKOEJACTUYHU Mojes QpaKIMOHOr peja

nMa ciaesehy 06JIMK
o (t) + ¢ RED% (£) = Eo (e(t) + 15 *DPe()). (1.37)
r7e MMaMo JiBa BpeMeHa peTapjalidje U pesakcalyje Kao W ABa ppakiHoHa
napameTpa. MoaudUKoBaHU CTaHAAP/HU MO/JieJI ca JI0JaTUM YJAHOM Ha JIeCHO]
cTpaHu uMa cyuegehu 06uK
0 (£) + ¢ RD% (£) = Eo (e(t) + ¢ ®D%(e) + 78 F*DPe(r)).  (138)
Jowr jemaH TN MOJUQPUKOBAHOT CTAHAAPJAHOT MoJiesia ca IO jeAHUM J0JATHUM
YJIAaHOM Ha JIeBOj U JIeCHOj cTpaHU jefgHa4yrHe (1.37) uMa 061K
o(t) + t¢RD% (t) + TfRLDﬁU(t) == Eo(l + tRlpe + Tf RLD'B)s(t). (1.39)
®dpakiyoHu cTaHAapAHU BUCKoesacTUYHU Mozen (1.37) u weroBe mogudukaluje
(1.38) 1 (1.39) cy Mozenu ca et napameTapa Tj. KOHcTaHaTte Ey, E.,, a, f ¥ 7, Koje
ce 3aZajy y MoJeJly IOK Ce OJHOC BpeMeHa peTapauuje T, U peJakcauuvje T,
oapebyje us cnenehux jefHauMHA
Ew = Ewp) = B9 Y, 9 =1l1,’ for p>a, (1.40)
Ew = Exq) = Eg9g', Uy = 131;% for a > B. (1.41)
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Onira cl)opMa Cl)paKL[I/IOHOF CTaHAApAHOI' BHCKO€JIaCTHUYHOI MOJeJsia 34d

jeAHOAMMEH3UOHA/IHU CJIy4aj U ca MPOU3BOJbHUM GpOjeM YJIaHOBaA je Mpe/jioXKeHa

y paay Bagley-ja [24]
n m
o(t) + Z 1ot RLD®ig (t) = Eo | e(t) + Z Tfj RLpBjg(t) |, (1.42)
i=1 =1

rae cy a;(i =1,2,..,n) u B;(j = 1,2,..,m) ppakunoHu napameTpu. 3aBUCHO O/
yCBOjeHOT 6poja 4jaHOBa y cyMaMa ca JieBe W JieCHe CTpaHe MOry ce JJOOUTH
pa3MyuTe KOHCTUTYTUBHE jelHaUMHe. nak, y inTepaTypH je A0Ka3aHo Ja ce ca
peJIaTHBHO MaJiMM 6pojeM 4YjIaHOBA y OBOM MOJieJly MOTY NOCTHNU OAJTUYHU
pe3yJsTaTH y GUTOBaky NapaMeTapa Mo/jieJsa ca eKICepUMeHTaJIHUM ToAaliiMa 3a
KOMIIJIEKCHH MO/TyJI Pa3JIMYUTUX MaTepHjasa y MHUPOKOM OIcery GppeKBeHIHja.
BuckoesiacTU4HU Moziesiu ca GpaKIMOHUM OllepaTopuMa crajiajy Takohe y

Mo/leJie ca YETUPU MapaMmeTapa U JaTu cy y ciaenehoj dopmu

0 (t) = En [£(6) = (1 + ¢ RLp@)~F )], & =AEEZ!,  (143)

e) = Ju [0 + &1 +1E D) Po)], & =ala (144
3a AE=(E,—Ey), A =Uo—Jo) Jo=EsY Jw=Ezx' m 0<ap<1.
KapakTepucTruka oBUX MoJieJia je HENePUOLUUHOCT, B. [44]. [IpeTXoHO HaBejeHU
BUCKOEJIAaCTUYHU MOJieJId MOTy OUTH noje/beHU y Tpu rpyne: I) TtanachHy, II)
audysvonu u III) komM6buHanMja npeTxoAHa JBa TUna Mojesa. U3mebhy ocraJor,
OBa IoJieJla je U3BpLIEHA Ha OCHOBY Tora 3a KOjU OJHOC MapaMeTapa MoJesu
3a/10B0/baBajy JMCUIIALIMOHY HejeJHAKOCT M KaKo ce MOHAllajy Ha NpUMepY
HajIIpOCTHjer ocCLuJaTopa ca jeJHUM CTeleHOM cj060Je U NPOMEH/bUBOM
nobyznom (Bugetu Tabeny 1y [44]). Mogenu us npse rpyte cy (1.37) u (1.42) 3a
a;, B;(i,j = 1,2,3), us apyre rpyne cy (1.33), (1.34) u (1.38), a 3az0BOJbaBajy
JMCIIUIIA0HY HejeJHAKOCT 3a ofpeheHe ofHoce ¢pakiyoHUX NapaMeTapa a/f.
Takobe, y MexaHMYKUM MoJe/IMMa, TayHHUje KOJ, HajIpOCTUjUX OCLUJIATOPA, 3a
MMIIyJICHE U HeCcTallMOHapHe Mobyje MoJesd U3 MpBe [Be rpyne 3aJ0B0/baBajy
yCJIOBe KOjU MPOMCTUYY M3 TEepMOJAMHAMMHYKMUX 3aKOHa 3a ojpeheHe oJHOCce
bpakiMoHUX MapaMeTapa. 3a pas3J/idKy OJ MpBe JBe, BHUCKOEJACTUYHU U

MexaHU4KHU Mozenu us tpehe rpyne (1.32), (1.42) u (1.43) cy TepMOJgUHAMUYKHU
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NpUXBAT/bUBU 3a CBe OJHOCe (paKUUOHUX MapaMmeTapa. Y OBOj AucepTaluju
npuMeHuhemo  ocHoBHM  ¢pakuuoHu  Kelvin-Voigt-oB  momen  (1.31),

MoaudurkoBanu Kelvin-Voigt (1.32) u mozen ca ppakyruoHum onepatopoM (1.43).

1.5 Mojaeu XuOGpUAHMX ejleMeHaTa

AnantpoHuka (eHr. ,Adaptronics) je pe4 Koja BoJu MOPEK/I0 U3 HEMAUYKOT
je3vKa U npejcTaB/ba ONIITYU M3pa3 3a BUIIE JUCLHUIJIMHA KOje ce 6aBe MaMeTHUM
MaTepujajiMa, CTpPyKTypaMa WU WHTEJUTreHTHUM CUCTeMuMa. AJJanTpOHCKe
CUCTeMe  KapaKTepulle  ayTOHOMHOCT, MNpPWJIaroA/bUBOCT U  MYJTHU-
GYHKLMOHAJHOCT KOja ce MOXe OJHOCHUTH Ha 1le0 CUCTeM WJM jelaH Je0 TOr
cucteMa. KoJi MexaHMYKMX CUCTeMa Ce 3a MpUryllelme BUOpauuja KOPUCTH
HEKOJIMKO MeTo/ja Koje ce MOry MOJeJUTH Ha NacMBHE, aKTUBHE U MOJIyaKTUBHE
MeToZle. Kao eseMeHTHM aZanTpOHCKUX CcHUCTeMa KopucTuhe ce XUOpPUAHU
eJleMeHTH KOju ce cacToje OJi MAaCUBHOI U aKTUBHOI JeJsla, KOjuMa ce MoxKe
yTULATU Ha JAWHAMHUKY [UCKPETHOT MeXaHWYKOI cucteMa. BuckoesnacTuyHu
eJleMeHTHU ca aKTyaTOpOM (BA), MarHeTHOPEOJIOUIKHU (MP) u
nue3oBrckoenactuuyHu (IIB) eseMeHTH MOry ce KOPUCTUTH Kao XWUOpPUJAHU
eJIeMeHTH Yy [JUCKPEeTHUM MeXaHUYKUM cucteMuMa. OHO IITO KapakTepulie
nocJjeAmwa JiBa TUIA eJeMeHaTa, Kao eJeMeHTe aJJallTPOHCKKOI CHUCTeMa, je Jia
MeHajy MexaHUYKa 1 peoJIolllKa CBOjCTBA Ca IPOMEHOM MarHeTHOT 0Jba OJHOCHO
eJIEKTPUYHOT HaIOHa.

[naBHU peo MP esneMeHaTa 4YHWHe MarHeTHOPEOJIOWIKH — GJyHU.
MarHeTHOpPEOJIOIIKA U eJIEKTPOPEOJIOIIKA PIAYyUAN OTKPUBEHHU CY YeTpJeCeTHUxX
rofivHa JiBaieceTor Beka [71]. 360r 60/bUX KapaKTEPUCTUKA, MATHETHOPEOJIOUIKHU
bayuan ce Bulle TMpPUMEHY]y O eJleKTpopeosoliKuX. OCHOBHM cacTaB
MarHeTHOpeoJIOWIKUX ¢JuyHJa 4YUHe MarHeTo-nojapusyjyhe dectuue peja
BeJIMYMHE HEKOJMKO MHMKpoMeTapa Koje Cy pachplieHe Yy Hocady, Tj.
oAroBapajyheM MeAWjyMy Kao IUTO Cy CUJIMKOHCKA WJIM MHHepasHa yJba. Y
NPUCYCTBY MarHeTHOT 10Jba, y MarHeTopeosomKkoM ¢ayuay ce GopMupajy JiaHU
yecTuna 36or kojux ce QuyuJ TMOHAWA Kao TMOJY4YBPCTO TeJo ca

BHUCKOIIJIACTUYHHUM CBOjCTBI/IMa, JOK Ce U3 HacCTaJie KOHCI)I/IpraL[I/Ije MOX€ BpATUTH
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y npebammwe cTame 3a nap MUJAMCEKYHAU. KOHTposia peosiolIKMX OCOO6HHA
MarHeTHOpeoJIOWKUX ¢Jyruia BpLUIM Ce HUCKUM HAlOHMMa W BpJIO MaJuM
cTpyjama, npubsamnxkHo 1-2 amnepa. Y paay [71], pasuu mozaeau MP amopTusepa cy
nopeheHu ca eKCIepUMEHTAJHUM [MoJaluuMa J00UjeHUM HCIUTHBAHkEM
nportotuna MP amoprtusepa. OBne he 6uUTHM npuka3aHu Heku of Mogesna MP
eJleMeHaTa KOjU Cy [0 caZila Npe3eHTOBaHU y JsuTepatypu [71]. Hajope hemo
npukasaTu Bingham-oB Mojies1 mpeko pesanuje cuia-auaatanuja y o6auky [3]
Epyr = F, - sign(x) + cox + F,, (1.45)
rae F,, o3HauyaBa cusy MP esneMeHTa, X je 6p3uHa AuaTaluje eneMeHTa, F. je
CUJIA Tpema, Cy je KoeDUIUjeHT Npuryllewma U F, je HeKa KOHCTaHTHA cuJa mpe
Ausartanyje eaemenTa. Mogea (1.45) je inHeapaH, Te je leroBa npuMeHa ko MP
eJleMeHaTa OrpaHHUYeHa jep OHU CNaJIajy Y jako HeJlMHeapHe cucteMe. Ctora, Beha
naktha 6uhe nmocsehena mogenuma ca xucrepesucom. Dahl-oB Mozen je gat y
00JIUKY
Fpr = kx + (kyq + kypv)w (1.46)
w = p(x — |x|w), (1.47)
rJie je v yrpaB/bauykKu HAIMOH, W je IMHAMUYKH KoePULIUjeHT XUCTepe3uca, K, K,
k., 1 p cy mapamMeTpHu Koju AeGUHUILY 0OJIMK XUCTEPE3UCHE KPUBE.
Lugre-oB Mojies1 [aT je y 06JIUKY
Fpr = 00z + 092V + 012 + 02X + 0 XV (1.48)
Z =X — gpa,|x|z. (1.49)
B. [70], rne mapametap O, O3HayaBa KpYTOCT IpPOMEHJ/bUBE Z IMOJ, YTHULAjeM
HarmoHa v(t), uuja je jegununa [N/(m-V)], o;[N-s/m] je xoepuuujeHT
NpUrylliema NpoMeHJ/buBe Z, 05[N - s/m] je koepUIHjeHT BUCKO3HOT MPUTYIIEHHA,
0,IN/m] je kpyTocT npomensbuBe z, g,[N-s/(m- V)] je koedunujeHT BUCKO3HOT
IpUTyIlemha KOju 3aBUCH 0] TPOMEHJ/bUBE U U ay[V/N] je kKoHCcTaHTa.
Bouc-Wen-oB mogien je y [70] aat y ciegehoj popmu
Enr = cox + k(x — xo) + az (1.50)
z = —y|x|z|z|*! — Bx|z|" + Ax, (1.51)
rae mapamerap ¢o[N-s/m] o3HavyaBa KoedwuiyjeHT mnpurymema, k[N/m]

npejcTaB/ba KoeQULUjeHT KPYTOCTH JIMHeapHe ONpyre y MoJeJsy, X, je no4eTHa
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AunaTtayuja MP enemeHTa, Koja NOMHOXeHa KpyTolthy k fiaje T3B. aKyMyJIaTOPCKY
cuny f, npe aunaTtanuje eieMeHTa. [lapamerpuma y, f, A KOHTpoOJIUIIE ce 0OJUK
xuctepesucHe kpuBe. [lapametpu a(i) u k(i) cy 1MHeapHO 3aBUCHH O IPOMeHE
CTpyje Ha eJIeKTpOMarHeTy .

Pesnauuja cuna-gunatanuja mogudukoBaHor Bouc-Wen-oBor Mojiena fata

je y 06uKy
Epr = 1y + ki(x — xq), (1.52)
cy=az+k(x—y)+co(x—1y), (1.53)
2= —ylt —ylzlz|"t = Bk — Y)|z|" + A(x — ), (1.54)

rfe je ca k; o3HaueHa KPyTOCT aKyMyJlaToOpa, C, je BHUCKO3HO MpUTYIIeHe Ha
BehuM Op3uHaMa, ¢; BHU3KO3HO IpUIyllelke Ha HWKUM Op3vHaMa [JI0K
koebULMjeHT k y OBOM CJy4yajy npejcTaB/ba KPYTOCT HAa BehUM 6p3MHaMa U X je
no4YeTHa AuJaTaluja onpyre KpyToCTH k, IOBe3aHa ca T3B. CUJIOM aKyMyJiaTopa.

Hajuemrhe kopumiheHa MeTona 3a ojJjpehuBame mapameTapa MojeJsa je
MeTo/la HajMawUX KBajpara. 3a NMOTBPAY MoJeJsia KOpUCTe ce rpaduLu cuaa-
BpeMe, CUJa-MoMepame U CUa-O0p3vHa NoMepawa. Bpmu ce mnopehewe ca
pesyJTaThMa J00OUjeHUMX U3 MoJiesla ca eKCllepUMeHTaJHUM nojauuma 3a MP
aMopTU3epe MOJABPTrHyTe eJIOHTaluuju (MoMepamwy) M0 HEKOj CUHYCHO] QYHKLUjU
oapeheHe dpekBeHUje U 3a 3aJlaTU HAINOH WJU CTPYjy y eJIeKTpOMarHeTy KoOju
CTBapa MarHeTHO mnoJsbe. BehiMHa mNpuKasaHuUX XWUCTepe3UCHUX MoJesa HMa
3a/loBOJ/baBajyhe moksanawme 3a HpBa JABa rpaduka Tj. CHJa-BpeMe U CHUJIa-
JWjaTtanMja ajad npobJsieM ca XUCTepe3McOM HacTaje KoJ rpaduka cujia-
noMepame. Y TOM C/ay4ajy, Hajoo/bu pe3yJTaTH Ce MOCTHXKY MOAUPUKOBAHUM
Bouc-Wen mozesiom [71].

MP esileMeHTH ce yBEJIMKO KOPUCTe 3a NPUTYIIeHhe Hee/beHUX BUOpaluja
Y HarJIMX yJiapa Wiu NpoMeHe M0JI0Xaja y OpOjHUM TPAaHCHOPTHUM CUCTEMHMA,
MallKHaMa U MexaHU3MHUMa. MoryhHoOCT ynpaBJ/baka peoJsolIKUM ocobruHamMa MP
bsynia y peaJlJHOM BpeMeHY, UJIM ca BpJIO MaJIUM KallllbekeM, JI0BEJIO je 0 Tora
Jla cy MP eneMeHTH moCTa/iM caCTaBHU [le0 CKOPO CBUX MOJ€PHUX aZlallTPOHCKUX
cucrema. llpepnoxena je wmogudukanvja Bouc-Wen Mogena wu3Bojuma

dpakIMoHOr peJla Tako Ja YMHe XUOPHUJIHE e/leMeHTe Be3aHe Y CHUCTeMe Bullle
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KpPYTHUX TeJla TUIa OTBOPEHOT KWHEMATHUUYKOT JIaHLla KOju NpeACcTaB/ba poOOTCKY
PYKY.

[lneso-BuckoenactuyHu (IIB) azanTpoHCKHM esieMEHTH Cy CJIOKEHHU
eJIeMeHTH KOjU ce cacToje O0Jf BUCKOEJAaCTUYHOT Jesla U IHe30KepaMHUKe.
BuckoesiacTU4HU 1e0 eJleMeHTa MOXe Npe/iCTaB/baTU HEeKH IMOJIUMep Yy YBPCTOM
CTawy WM NaK NPUTYIIHULY ca GayugoM ofpeheHux peosiolikux ocobuHa. Jlpyru
Jleo eJleMeHTa NpeJiCTaB/ba IMe30KepaMUKa oJipeheHe KpyTOCTU U JUIAaTALlMOHUX
oco6uHa. [lo3HaTo je fa ce Ko MUe30KepaMUKe jaB/ba IMe30 edeKaT Tj. KepaMHUKa
ce nedopmulle y oAroBapajyhuM mnpaBlMMa 3aBUCHO O] TOra Kako je Kako je
V3BplleHa MoJapu3alyja, Kako Cy NOCTaB/beHe eJIEKTPOJe Y KOJIMKU Ce HallOH
JloBefle Ha muUX. Taja ce mnMe30KepaMMKa I[OHAallla Kao akKTyaTop, 4Yuje
CHOCOOHOCTM JAuJaTalyje JIMHEApHO 3aBUCe OJi HalOHAa W [WJaTalluOHUX
KOHCTaHTH, Koje ce oJipehyjy ekciepuMeHTa/IHO 3a CBaKy BPCTY MMe30KepaMHUKe.
MynTHudyHKIIMOHAJHOCT MUE30KepaMUKe ce OrJiea M y TOMe WITO Ce MOoxe
KOPHUCTHUTHU U Kao CeH30p, IJle ce KOPUCTH UHBEP3HO CBOjCTBO NMHe30 edpeKTa a To
je CHoCOOHOCT reHepucama HaNOHA ycJaes JWjaTalidje HK3a3BaHe [1ejCTBOM
cro/ballllbUX cuja. MexaHuszaM mnue3o-edpeKTa ce OJiBHja HA HUBOY KpPUCTasIHe
pelieTke ojpeheHUX rpyna nve3okepaMHKa, rze ce AedpopMalUjoM pelleTKe
jaB/ba eJIeKTPUYHM MoMeHaT U ob6paTHo. Takobhe, Tpe6a pehu jga y omnurtem
C/y4yajy BEKTOp MoJiapu3aliyje UMa TPU KOMIIOHEHTe Koje ce opehyjy y3 momoh
OCaMHaecCT nue3o-mojayJa. Umak, y cnenuyjajHuM ciaydajeBMUMa 6poj MoayJa ce
MOXKe CMalbHUTU Te je TaKO y Ja/beM TEKCTy KopHuIlheH HajjeJHOCTAaBHUjU CJy4aj
rJie je BEKTOp MoJiapu3aliyje y npaBlly AuJaTanuje (momMepamwa) Wad ypaBaH Ha
Taj npasay [72]. Jlobpe ocobuHe IIB enemHaTa cy MoryhHocT mnacuBHOT
npUryllewa BUbOpalyja, 3axBabyjyh BUCKOEJIACTUUHOM eJleMeHTy 6e3 yTpollIKa
OuJia KaKBe CIOJ/ballllbe eHepTHje, Kao U aKTUBHO [leJI0Bakbe eJleMeHTa Ha CUCTEM
(npuryluewe BUbOpanyja y LinpeM orncery ppekBeHIMja HEro KoJ, YMCTO NaCUBHUX
ejJleMeHaTa) 3axBa/byjyhum nHe3okepaMullM, WJM Ca YTPOLIKOM oJipeheHe
KOJIMYMHE eHepruje. Y JMTepaTypd MOCTOjU BUllle MoJesa IUe30-
BUCKO€JIaCTUYHUX eJleMeHaTa (3a BUllle JieTaba BUETH [72]) of kojux heMo oBze

NpUKa3aTH TPU TUIA TAKBUX eJieMeHaTa Ca IOojeJJHOCTAaB/bEHUM peJsalujama 3a
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nue3o-nosapusauyjy. [Ipsu mozen [72] je nueso-moaudukoBaHu Kelvin-Voigt-os

MoJeJ1, 1aT y 00JIUKY

Fpgy = (cx + cux)y(t) + by (t) — cuxaux Uk (1), (1.55)

r/ie je ca cx O3HayeHa KPYTOCT OIpYTe, Cux je KPYTOCT NMUe30KepaMUuKe, by je
KoeUIMjeHT BHCKO3HOT NPUTYIIEHA, A,k j€é KOHCTAHTa Koja ofpebyje mueso-
JWIaTallMoHa cBojcTBa esieMeHTa, Ui (t) je HamoH nue3o-TmoJsiapu3alidje Ha
eJleKTpoJilamMa 1Me30KepaMUKe, KOjU MoXKe OUTH QyHKIHMja BpeMeHa UM Op3uHe.
Ca Fpgy u y(t) cy o3HauYeHUW peaKTHBHA CHJIa OJHOCHO AWJaTaldja eJieMeHTa.
Hewrto cnoxenuju [1B mogen je nueso-mogudrkoBanu Maxwell-oB Mogzesn, y [72]

JaT y 006JIUKY
CmCum MU
Fpoy = (—){ t) —v(0 ebM(CM+CuM)}
PM o + Cumt y() —y(0)
t

1 2 CMCuM _
BYPNE] P

by \cy + cyum
Cy C CMCuM
a2, (6) = Uy (O)ePCom*euan |
cy + Cum
t

a cyC 2 CMCuM -
- ”M( M ) f Uy (T)ebmtenread " gz, (1.56)

by \cy + cyum

TJle CY Cp U Cypy KPYTOCTU €JIEMEHTA, by, je KoePUIMjeHT BUCKO3HOT MPUTYILEHa,
a,v je KOHCTaHTa Koja oapebhyje mueso-AuiaTallMoHa CBojcTBaA esieMeHTa, Uy, (t)
Cy HAlOHM IMe30-NoJIapU3anyje Ha esleKTpoZaMa MHUe30KEPaMUYKOI eJIeMEeHTa,
Fpy cuia peakiyje yciaen awiaTtaldje esemeHta W y(t) je pauiaranuja
(momepame) enemenTa. [lueso-moaudrkoBanu Burgers-oB enemeHT ofpebheH je

peJsialijoM noMepame-cujia

t
1 Ck+Cyuk

1\ . 1 1 + _
5c(t)=(c—+c—)FpB(t)+(—+b—)FpB(t)—M f Fpg(De Bx ¢ Pdr
K

M uM bM beM

CK+CuK(t—T)

¢
. c c Ck+Cuk
—ayumUy(t) + ayy _I:K Uk(t) — ayk _ZZK (cx + cuk) f Ug(t)e Px dr, (1.57)
K K
0

rie CYy Ck, Cuk» Cum Y Cpy KPYTOCTH €JIEMEHTA, by, U by cy KoepULMjeHTH BUCKO3HOT

NPUTYILIEWHA, Ay U Aug Cy NHe30-AWJIaTallMOHe KOHCTaHTe esieMeHTa, Uy (t) u
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Ug(t) cy HamoHU mHe30-MoJIapU3alidje Ha eJieKTpoJaMa MHe30KepaMHUYKUX
eJieMeHaTa, Fpp je cusia peakiiyje ycien Auaatanuje (moMmepatma) eeMeHTta U x(t)
je quatanyja eJleMeHTa.

Mogenu [IB enemeHaTta Mory ce KOPUCTUTH Kao MOJeJU Be3e uU3MeDhy
KPYTHUX TeJla y AUCKPETHUM MeXaHUYKUMM CHCTeMHMMa, IITO oMoryhaBa ja ce y
CUCTeMHMa BUIlIe KPYTHUX TeJ1a, KAKBU CYy POOOTCKHU U IpyTy CUCTEMH, MOJeNPajy
eJIEMEHTH KOju MPUTYllyjy Hexke/beHe BUOpalivje ycje[, cloballllbuXx edeKkaTa,
WM Jesyjy Kao akTtyaTopu. [lopes noMeHyTHX, y 063Up Ce MOTy y3eTH U MOJIeJx
KOjU YKJ/by4dyjy YTHULQj ClOJballllbe TeMIlepaType Ha JUHAMHUKY CUCTeMa KpyTHUX
TeJia ca peoJIOIIKKMM Be3aMa (3a Bullle AeTas/ba BUZeTH [72]). Takobe, oapehuBame
napaMeTapa MoJeJjla OBaKBHX XUOpPUJHUX eJleMeHaTa je IMocebaH 3aJaTak,
Jpyrauuju oJ ciay4daja o ciaydaja, a Hajuyemthe ce Bpmu nopeheweM pesysnraTa
JoOUjeHMX U3 MoJeJa Ca eKCIepuMeHTaJlHUM nojanuma. Ilpeanoxuhemo
HanpeJHU MoJeJs nue3o-MmoaudrkoBaHor Kelvin-Voigt enemenTa ca ¢ppakumoHum
¥M3BOJMMa. 3a Tako MOAMQPUKOBAHU MOJieJ1 eJIEMEHTA, KOjU je Be3aH Yy poOOTCKHU

CHCTeM BHlIlle Tesa, 6uhe ofpeheHe oarosapajyhe renepasnucase cuJie.

1.6 HeJsioka/siHa TeopUja KOHTUHYYMa

KiacuyHa Teopuja eslacTU4HOCTH, onrcaHa Hook-oBUM 3aKOHOM, ce Ha3MBa
Y JIOKaJIHa TeOpHUja eJJACTUYHOCTH, LITO [IOTUYE OJ JIOKAJIHE IPUPOJie OBe TeopHje
Tj. OJ, CBOjCTBA Ja HAIOH Y TAaYKU HEKOr MOCMAaTPaHOr eJaCTUYHOr TeJia 3aBUCHU
camo oji nedopmanuje y Toj Tauku. [I[peMa Tome, oBa Teopuja je ucTa 3a CBe
nocMaTpaHe 06jeKTe He3aBUCHO 0/ lbUXOBe BeJIMUMHe U edpeKaTa Koju ce y CKIay
ca TUM JJUMeH3HWjaMa jaBJbajy. Ycije[ HaBeJleHUX HeJoCTaTaKa KJaCcuiHe Teopuje
eJIaCTUYHOCTH, HacTajle cy OpojHe MoAvdUKalUje OBe TeopHje Koje y3uMmajy y
063up edeKTe KOjU Ce jaB/bajy Ha MHUKPO/HAHO-CKaJlyM Kao LITO Cy Teopwuja
cnperHyTux HanoHa [80], Teopuja rpasujeHara aepopmauuja [81] u Eringen-oBa
HeJIOKaJIHA TeOpHUja elacTUYHOCTH [83, 84]. Y HesloKaHOj TEOPHjU €JJaCTUYHOCTH,
HallOH Y HEKOj TauyKU JloMeHa je AeprHUCAH Kao QyHKIHU]ja fedopMalivje He caMO

y TOj Taukd, Beh kao ¢yHkIMja AedopMainuje y CBUM TadkaMma [OCMATpPaHOT
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foMeHa. TakBa popMysialiMja HalloHa oMoryhaBa /ia ce y 063Up y3My U HeJIOKaJIHU
edpekTH, Kao LITO je UHTEpPAKLHja Ha Aa/bUHy U3Mehy aToMa M MoJieKy./a, 4uju
yTULAj [0J1a3U 0 U3paxaja Kaja Cy JMMeH3Hje MoCcMaTpaHUX objekaTa BeoMa
MaJie, Tj. MepJ/bUBe Jy:KMHaMa MehyaTOMCKHUX pacTojatba Yy aTOMCKOj pelleTKH
MaTepujajia. Mogenun 6Ga3upaHd Ha HEJIOKaJHOj TeEOpHjU IIMPOKO Cy
pacnpocTpawmbeHH y JUTEPATYpU 3a ONMCUBame OpOjHUX (eHOMeHa Be3aHMX 3a
MUKpPO/HaHO-CTPYKType, AWCJIOKalUje y MaTepujaiuMma U aAp. Hapouuto je
M3paKeHa IpUMeHa HeJOKaJIHUX KOHCTUTYTUBHUX peJlalyja y HaArpaimbu
KJIaCUYHUX JIOKAJIHUX TeopHja IITaNoBa, Ipefa, IJjio4a U JbYCKU Koje Cy Aobuse
CBOje HeJIOKaJIHe eKBUBaJIeHTe y BU/ly HAHOIUTANOBA, HAHOTPe/a, HaHOIlJIo4a U
HaHOJbYCKHU. [lopes HeJ0KaJIHOCTU y NPOCTOPHOM JAoMeHy, Eringen je y cBojuM
pazsoBuMa, B. [82], AeduHHMCA0 M BpeMEHCKH HeJIOKaJHe MoJeJse Tj. HacJeaHe
Mojesie ca npeaudcropujoM. OBako JeduHHCAHA HeJIOKaJiHA TeOpHUja je y CBOjoj
OCHOBHU y OJIMCKOj Be3W ca TeopHujoM (pPaKLMOHOI payyHa, YMjU UHTErpaJHU U
AudepeHLMjaJHU OllepaTopH Cy Takohe 1o JepUHULHjU HeJIOKaJIHHU ONlepaToOpH.
Ha ocHOBy mpeTnocTtaBke [Jla je HalOH y Tadkud QyHKIMja Aedopmanuje
CBUX TayakKa MOCMaTpaHOr ejlaCTU4YHOr Tesa, Eringen [83] je mao uHTerpasHu
00JIMK KOHCTUTYTUBHE jeJlHAUMHEe 3a HeJIOKAJHU eJIJaCTUYHM TEeH30p HaloHa.
HenokanHu edekTH cy omucaHu y jeJHAaYUHU TpPeKo jeJHOT jeAUHOr
MaTepHja/JHOI  IapaMeTpa, T3B. HEJIOKaJIHOI  [apaMeTpa. 3a  CJyd4a)

TpOAI/IMEHSI/IOHaJIHOF eJIACTUYHOTI TeJia jeAHa‘-II/IHa, nma 06JTI/IK
b (x) = j a(lx — x|, Doy ()dV (x'), vx €V, (1.58)

rze je t;;(x) HeJlOKaJHM TeH30p HanoHa U 0;;(x’) je JIOKaJHU WM MaKpOCKOIICKH
TEH30p HaMoHa y Ta4ykH x'. Y ropmwoj jeaHadyruu 4iad a(|x — x'|, T) o3HayaBa T3B.
HEeJIOKAJIHU MOJyJ WM QYHKLUH]y MPUTYLIEHA KOja y3MMa y 0063Up HeJIOKaJHe
edbeKkTe y HEKOj pepepeHTHOj TauyKH X yCJej JioKajiHe AebopMaliuje y Tadyku x’,
rae |x —x'| o3nauaBa pacrojatbe MepeHo y Euclid-ckoj Hopmu. MaTepwujaiHa
KoHCcTaHTa T = (ega)/l je dyHKIMja mapameTpa [, KOju NpejcTaB/ba ClOJ/ballllby
KapaKTepUCTUYHY AYKUHY (Jy>KMHa NpCIMHe, TajlacHa [JIy)KWHA), @& O3Ha4yaBa
YHyTpalllthy KapaKTepPUCTUYHY JYXUHY (mapaMeTrap pelleTKe, BEJUYHHY 3pHa

Wi MehyaTOMCKO pacTojame), [OK je e, KOHCTaHTa KoOja je pas/MuhTa 3a
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pasJMyMTe MaTepHjajie U MOXe ce OJ[peIMTU UHJAeHTUPHKALMjoM NapaMeTpa Ha
OCHOBY CHMMyJaldja aTOMUCTUYKUM MeToJZaMa (MoJieKyJapHa JWHaMHKa), WU
npeko Born-Karman-oBe kpuBe Jucnep3HUX Tasaca Jo0ujeHe W3 JUHAMHUYKe
Teopuje KpucrtajHe pewetke. Eringen je pgo6uo yHHBep3a/lHy BpeLHOCT
KOHCTaHTe e, = 0.39. ¥V ciy4yajy HAaHOCTPYKTypa, BpeJJHOCTH OBOT MapaMeTpa Cy
pa3jMyuTe W 3aBUCE OJf KOHKPETHe TreoMeTpHje CTPYKType, MaTepHjaJHUX
0ocob6rHa U rpaHUYHUX yciaoBa. Hemrto kacHuje, Eringen [84] je npedopmysincao
MHTerpajHy ¢opMy KOHCTUTYTHUBHE je/JHAUMHe U360poM ojaroBapajyhe ¢yHkIuje
jesrpay (1.58) u no6uo audepeHIMjaIHU 0OIUK jeJTHAYUHE Y 00JIUKY
(1 = 1?1?V3)ty; = 0y, (1.59)
rae V2 osnavyasa Laplace-oB onepatop.
[losHato je Aa je K1acH4HU TeH30p HamoHa o;;(x’) y Tauku x' moBesaH ca
TeH30poM &;;(x") y Toj Tauku npema Hook-oBom 3akony y cnesehoj popmu
0;j = A& by + 2Geyj, (1.60)
rae cy ca A u G o3HavyeHe Lamé-oBe KOHCTaHTe U ca §;; je o3HavyeH Kronecker-os
JlefiTa cuM60Jl. AKO 3aHEMapuUMO HeJsloKajiHe edekTe y mpaBuy Jeb/bUHE HEKOT
TeJla, 3a HeJIOKaJHy U30TPONHY eJIaCTUYHY Trpefy Jobujajy ce cuaepgehe

KOHCTUTYTUBHE peJiaLyje

A?tyy

byx — U dx? = E€xx (1.61)
d’ty,

tey — U T 2G &y, (1.62)

rae je E Young-oB OB MOJyJ eJJaCTUYHOCTH, G je MOJyJs cMULamka U U = (eya) 2
HeJIOKaJIHU MapaMeTap. AKO YCBOjUMO /ia je HeJIOKaJIHU NapaMeTap jeJlHaK HyJu
1 = 0, oHZia 061jaMo KJIaCUYHY KOHCTUTYTHBHY peJaliijy U30TPOIHE eJlaCTUYHe
rpeze.

Y HekuM pajjoBuma, Mory ce Hahu MoaudukoBaHe Eringen-oBe
KOHCTUTYTUBHE  je/lHAUMHE  HeJIOKaJHe  eJACTUYHOCTH  JaTe  IpeKo
AudepeHnMjagHOr onepaTopa ¢pakLroHor pesa, B. Challamel u octanu [85], nau
Kao KOMOUWHaIUja HeJIOKaJIHe U TpaJiujeHTHe Teopuje eJacTUuHOCTH, B. Challamel

¥ ocTtasu [86].
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Kao rsnaBHM Hejocratak JudepeHuujajHe ¢GopMe  HeJIOKaJlHe
KOHCTUTYTUBHe penanyje (1.61)-(1.62) y JuTepaTypu ce HaBOAU TIoOjaBa
napajiokca [101] koju ce jaBsba koA, HesiokasHor Mojesna Euler-Bernoulli-jeve
rpefie ca rpaHUYHUM YCJOBMMa 3a KoH3o0Jsy. Mmak, 3a npeBasuaKeme OBOT
HeJOCTaTKa MHOTH ayTOpPH Cy MNPeJJIOKHUIU NPUMeHYy MOJUPHUKOBAHUX
WHTErpaJHUX WM HHTerpo-audepeHnjaHuX (GOPMHU  KOHCTUTYTHUBHUX
jeAHaYMHaA HeJiOKaJiHe eslacTUYHOCTU [101-104]. Tpeba ucrahu ga ce noMeHyTH
napajiokc He jaBJsba Ko/ HesiokasHe Euler-Bernoulli-jeve Teopuje rpega 3a ocrasne
TUIIOBE T'PAaHUYHHUX YCJOBA. Y TUM CJy4yajeBUMa, A00Ujajy ce MPUOJUKHO UCTA
pelewma KOJ, CTaTHYKe W JMHAMHUYKe aHa/iM3e HeJIOKaJHUX MoJjiesla MPUMEHOM

JudepeHLMjasHe U UHTerpasiHe GopMe KOHCTUTYTUBHUX peJialyja.

1.7 Maxwell-oBe jejHaYMHe U CUJIEe Y HAHOTPEH MOJ J€jCTBOM
JIOHTUTYAUHAJIHOT MarHeTHOT M0Jba

U3 swuTepatype je mo3HaTo Ja Maxwell-oBe jegHauuHe omnucyjy
jeAMHCTBEHY TEOPHjy eJIEKTPUYHUX U MarHeTHUX nojaBa. Maxwell-oBe jeaHauuHe,

B. [146], cy faTe y 06JUKY

oD
rotH=]+ X (1.63)
B
rotE = 3 (1.64)
divD = p, (1.65)
divB =0, (1.66)

rae je H(r,t) = H(x, y, z,t) BeKTOp jaunHe MarHeTHor nosba, B(r,t) = B(x,y,z,t)
je BexkTop MarHeTHe wuHAyKuuje, E(r,t) =E(x,y,z,t) je BekTOop jauuHe
eJieKTpudHor nosba, D(r,t) = D(x,y, z,t) je BEKTOp eJeKTpOCTaTUYKe UHAYKIIH]jE,
J(r,t) =J(x,y,2,t) je BEKTOp TYCTHHE CTPYje CI060JHUX HOCHJIALIA U P je TYCTHHA
C1060HUX HaesJleKTpUcawa. JeaHauuHe (1.63)-(1.66) hemo gonyHuTu ciaegehum
JIMHEApHUM Be3aMa

D = ¢E, (1.67)

B = nH, (1.68)
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KOje ce oJHOCe Ha CpeJjiHe Koje ce Takohe Has3uBajy JIMHEApHWUM, a TJlie je &
JUeJleKTpUYHA KOHCTAHTa, 7] je MarHeTHa NepMeabuJHOCT U O je cnegudpuyHa
IpOBOJAHOCT ofroBapajyhe cpeaune. Kako he ce pasmarpartu cujie MHAYKOBaHe y
jefHOAMMEH3UMOHAJHUM HAHOCTPYKTypamMa oO00JIMKa rpeJa Tj. HaHOTPeJa,
HaBeJleHe KOHCTaHTe he ce OJHOCUTHM Ha CpeJjMHe Kao ILITO Cy pas3/uyuTe
HaHOLIEBU O/ yI/b€HMKA, LIMHK-OKCHJA, OGOPOH-HUTpPHUJA U Jp. Y3ehemo ja je
esiekTpuyHO nosbe E = Ej + e u jaunHa marHetHor nosba H =Hy + h,raecyeuh
Majd mnopeMehaju OKO HEKHX KOHCTAaHTHUX BpEAHOCTHU ejeKTpuuHor E, u
MarHeTHor H, nosba. OBZie he ce pasmartpaTu ciay4yaj kaga je E, = 0. Ha ocHoBy
Ohm-oBor 3akoHa UMaMo

J=0(E+VvXxB), (1.69)
rie je v = U BeKkTop Op3uHe, u = u(x,y,zt) je oaroBapajyhe moJbe nomepara
HaHorpeje (BUAeTH Norjaassbe 3.4) U 0 je cnenudpUyHa NPOBOLHOCT cpeArHe. AKO
NpeTIOCTaBUMO /A je MaTepHUjal HaHOrpeJe BUCOKO POBOAHA cpeAyvHa (rhe je o
BeJIMKO), MOXXeMO 3anucatu e = —v X B, rae u3 jegHauuHe (1.68) ummamo
e = —n v X Hy, ogakse nox npernoctaBkoM za je h < Hy, 1 npruMeHoOM jelHaYNHA

(1.63) u (1.64), nobujamo
h = VX (ux Hy). (1.70)

rae je VX (+) = rot(-). U3 jennaumHe (1.70) MoXkeMO 3aK/bYYUTH Ja nopemehaj
jauHe MarHeTHOr MoJba NOTUYEe O, AedopMaluja HaHOrpeje HM3a3BaHUX
npomnaranujoM TpaHcBep3asHux Tasnaca [91]. [lpema Lorentz-oBoj dopmyiiy,
eJleKTpOMarHeTHe CuJe MO jeAMHULM 3anpeMuHe cpeguHe cy f =] X B. Ako
y3MeMo y 0063up ozrorapajyhe moJbe nomepama (morsabsbe 3.4), BEKTOpP jauuHe
MarHeTHor nosba Hy = H,i (rze je i jejUHUYHU BEKTOp y MpaBLy X OCe) Koje
JleJlyje caMo y aKCHUjaJIHOM MpaBly MOAYXXKHe oce HaHorpeze U jeaHauyuHe (1.63)-

(1.66), no6ujamo Lorentz-oBy cujy y pa3BUjeHOM OOJIHUKY
f(fx: fy: fz) = (V X (V X (u X HO))) X HO =

2
x

0%v  0%v azw) )
)

0i + 12 N N o’w 0*w 9%
NPT 2x\ 552 T 3y2 T Bzay

sz Tyt azay> kl, (171)
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rae cyu, v ¥ w rioMmepama, a Jy, 144 KOMIIOHeHTe Lorentz-oBe cujie y 1 daBIIMMa
x ]y z

ocax,yuz
fr =0, (1.72)

I Nl 1.73

K=\ G2t 552 Y azay ) (1.73)

2°w  0*w 9%
. (1.74)

= nH; + +

fo = nH; <6x2 dy%  0zdy
3a HaHOrpeJy NMpeTNOCTaB/baMo Ja Cy MoMepama U U V jejHaja HyJd U Ja je
w = w(x,t), na heMo UMaTH caMo KOMIIOHeHTy Lorentz-oBe cusie y npaBlly Z oce,

LITO Ce MOe U3PA3UTHU je [HAUMHOM

, 0%w
.fZ = on axz .

(1.75)

Cuny no jeAUHULU y>KMHE HAaHOTPeJle U3pakaBaMo cjiejiehoM jeJHaYuHOM

_ ,0%w
Gxt) = jfz dA = nAH; FoR (1.76)
a

rze je A HOBpUIMHA NONPEYHOT peceKa HaHOTPeJe.

30



I'nraBa 2

XuOpUAHM eJieMeHTH QPaAKIUOHOT THUIIA Y AMHAMULIU
CUCTeMa KPpyTHUX TeJia

2.1 YBoaHa pa3MaTpama

Y oBoj rsaBY, 6uhe aHasM3WpaHa AUHAMHUKA CUCTeMa BUIIE KPYTHUX TeJa
Tj. pPOOOTCKHX CUCTEMA, I'Zie Cy 3a JiBa pas3/M4yMTa Tesa y CUCTEMY KpPyTHUX TeJa
Be3aHM QpaKLMOHU BHCKOEJACTUYHMU eJleMeHTU ca UM 06e3 aKTyaTopa, 3aTHUM
NMe30-BMCKOEJAaCTUYHU U MarHeTHOPEOJIOLIKH ejieMeHTU (GpaKIMOHOr peja.
OBakaB CUCTeM MOKe Ce CMaTpaTH aZJallTPOHCKUM CUCTEMOM, y CMUCJIY KaKO je TO
ONMCAHO y norJiaB/by 1.5, 10K ce Be3aHHU eJleMeHTHU MOTry CMaTpaTH aAalTPOHCKUM
KOMIIOHEeHeTaMa, 4YHja MYJTUQYHKLIUOHAJHOCT M aAAlNTHUBHOCT NpYyXajy
MoryhHOCT yTHll@aja Ha JAUHAMHUKY LeJOKYNHOI cucTeMa. Mojesu HaBeJeHUX
eJleMeHaTa Be3aHUX Yy CHUCTeM BMUIe KPyTUX TeJa Cy yHanpeheHW KJIacU4YHHU
peoJIOIIKK MOJeJHd ca olepaTopuMa Hu3BoAa ¢pakuuoHor pega. [locebHo cy
NpHUKa3aHU U [O0OHMjeHU M3pasu y aHAJUTUYKOM OOJIMKY 3a reHepasiMcaHe CUJIe
BUCKOEJIaCTUYHOT eJleMeHTa ca U 6e3 akTyaTtopa, 3aTtuM [IB u MP esemeHTa, rae
he 6uTH nMpuKasaH yTUL@j IpOMeHe MapaMeTapa JaTUX ejleMeHaTa Ha JJUHaMUKY
[OCMAaTpaHor aJlallTPOHCKOT CUCTeMa.

Y AvHaAMUIM cUCTeMa BUIe KPYTHX TeJa a M0oCeO6HO POOOTCKUX CUCTEMA,
BakaH (QaKTOp KOju yTHUYe Ha IPOMEHY KeJbeHe ITUHAMUKe CUCTeEMA Cy HexXeJbeHe
BUOpalLUje Koje ce MOTy jaBUTH ycJje[, CIo/balllbUX yTUIAja. YTHLAjU BUOpaLyja
OKOJIMHE WJIM Napa3WTHUX BUOpalMja 300T HECAaBPIIEHOCTH WJIU xabakba Jies1oBa
pPOGOTCKOT CHUCTeMa MOTY HENOBOJbHO YTHULATHU Ha >XKeJ/beHO MO3UIMOHUpake U
JWHaMUKy cucTteMa. /la 6U ce OTKJIOHWJIe TaKBe HeXXeJbeHe peaklHje Ha CUCTeM
KOPMCTH Ce BHUIlle Pa3IMYUMTHUX NpHUCcTyna. IbuxoBa nojesa ce yrjiaBHOM BpLIM Ha
NacHBHe, aKTUBHe U NOJy-aKTUBHe MeToZie. Ko nmprvMeHe nacMBHUX MeToJa 3a
NpUryllewe BUOpaldja YrJaBHOM Ce KOPUCTE eJiIeMEeHTH KOjU HMMajy CBOjCTBa

npuryiiema BUbGpaluja, Kao UITO Cy pa3HU MOJUMepPHU MaTepujau, aMOpTHU3ePH
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v ap. Kop akTUBHUX MeToZa yIrJIaBHOM Ce IpUMenYjy IIUe30 WJIU [JpYru
aKTyaTOPCKHU eJIeMEeHTH Ha Koje ce aKTUBHO JieJiyje y IOBPATHOj CIIpe3u TaKo Ja
NpUryllyjy Hexe/beHe BuUOpauuje. Koj nosy-akTUBHUX MeToOJa KOpPUCTe ce
eJleMeHTH KOju HMajy CBOjCTBa IMpUTIyllewa aJld Ce [OLAaTHO MOXKe aKTHUBHO
YTULLATH Ha NPOMEHY PEeOoJIOIKUX 0cOOMHA QJiyuJia UM egacToMepa NpOMEeHOM
CTpyje WIM HaloHa Ha eJyieKTpoMarHeTy. Ha AuHaMuKy pOOGOTCKHX CHUCTEMa,
CcUCTeMa BHIIe KPyTUX Tesja WM (PJIeKCUOUIHUX JIMHKOBA MOXe Ce yTULATH
IIPUMEHOM HeKe O0Ji IOMEHYTUX MeTOoJa Be3UBameM IMe30 ejieMeHaTa Ha
cerMeHTe CUCTeMa, IPUMEHOM 3I/71060Ba ca MarHeTHOPEOJIOIIKUM eJieMeHTUMa
WM eJleMeHTHMa OJi HeKOr IOJIMMEepHOr MaTepujasa. Y 0BOj AucepTanujy, 3a
pO6GOTCKEe CUCTEMe cacTaB/beHe O0J, KpPyTUX CerMeHaTa, OBJe je IpeaJioXkeH
Apyrayujyu NpUCTYIl TZe Ce y CUCTeMe ca CTPYKTYPOM OTBOPEHOT KMHEMAaTHUYKOT
JIaHL|a Be3yjy NaCMBHU UJIU N10J1y-aKTUBHU €JIEMEHTH Kao LITO Cy BUCKOEJJTACTUYHU
eJIeMeHT ca U 6e3 aKTyaTopa, MarHeTHOPEOJIOIIKHU WY NHe30-BUCKOeJaCTUIHU
eJleMeHT. Y MoAUM(PUKOBAaHMM MOJieJiMMa OBUX ejieMeHaTa KOPUCTe Cce U3BOJHU
dpakLUOHOTr peja Tako JAa yHanpeheHH Mojes Moke 0OOJbe OmMcaTU CBOjCTBA
Npuryliewma aju yjeJHO yCI0XKmaBa jeJHAYMHe KpeTawa cucteMma. OBzae hemo
IpUKa3aTH INpoueAypy 3a oJpebuBame TreHepaJdCaHUX CUJIA OJi TaKBHUX

eJieMeHaTa U UCIITMTAaTH YTHL[aje Pa3/IMIUTHUX IapaMeTapa CUCTEeMa Ha BpeJHOCTHU

reHepajiMCaHux CHJia.

Cauka 2.1. CucteM KpyTHX TeJla ca CTPYKTYPOM OTBOPEHOT KUHEMATHUUYKOT
JIaHLia.
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[locmaTpajMo cucTeM Bulle TesJa ca KOHAa4YHUM O6pojeM cerMeHara M
CTPYKTYpPOM OTBOPEHOI KWHEMATHUYKOTI JIaHI]a Kao Ha cauiu 2.1. AKo ce cucteM
cactoju u3n + 1 cermeHata o3navenux kao (V), (V;), (V3), ..., (V) ¥ noBe3aHux ca
n 3rjob6oBa 6e3 Tpewa ca jeJHUM CTENeHOM CJ060Jle KpeTama U HUJeaTHUM
Be3aMa, Koje HaM oMoryhaBajy Jla MMaMO N He3aBUCHUX TeHepaJMCaHUuxX
koopauHata (g, q%, ..., q™). TeHepanncaHe KOOp/uHaTe NPe/CTaB/bajy peJaTUBHE
yIJ0Be poTaldje y Cay4yajy poTallMOHUX 3rJI000Ba, WITO je oapeheHo BpegHouhy
napameTpa §; = 0, UM peslaTUBHA NIOMepama y c/1y4ajy NpUu3MaTUYHUX 3r71060Ba
3a §; = 1, rje Baxu ciefeha jeqnaunna &; = 1 —&; (B. [74]). TeoMeTpHja cucTeMa
je nepuHKMCaHA je[UHUYHUM BEKTOpHUMA €;, U BEKTOpHMaA I10JI0aja p; U P;;, KOjU
Cy AaTH Y OHOCY Ha JIOKaJIHe KoopJuHaTHe cucteMe C;€;n;{; 1 KOju Cy Be3aHU 3a
IleHTpe Maca oAroBapajyhux cerMmeHara. JeJUHUYHU BeKTOpHU €;,0 = 1,2, ...,J, ..., 1
OMHCyjy oce poTaluje (TpaHcjanuje) i-TOr CerMeHTa y OJHOCY Ha MPETXOJHH,

—
pii = 07,0,,, 03HayaBa BEKTOpP KOjU cCllaja JBa CyceJHa CerMeHTa U BEKTOp

p; = 0’,41C, mpeAcTaB/ba BEKTOP M0JI0Kaja LEHTPa Mace i-TOT CErMeHTa ¥ OJHOCY
Ha 3I7100, KOju noBe3yje i-TM U HapeJHU cerMeHT. 3a oJpehuBame JUHAMHUKe
TaKBOI jeJJHOI' CUCTeMa HEeONXOJHO je OApeAUTH Mace cerMeHaTa m; U TeH30pe
VHepLUUja Jc,, 4Mju Cy eJeMEeHTH aKCHjaJlHM MOMEHTH HMHeplHja Maca OAHOCHO
LeHTpudyrajHu MOMEHTH Maca CerMeHaTa, Y OJHOCY Ha JIOKaJHU KOOPJHMHATHU
cucTeM. AKO HaM je NO3HAaTa KMHETUYKA €Hepruja CUCcTeMa y 3aBUCHOCTU O[
reHepaJlMCaHUX KOOpJMHATa M HEeHUX HU3BOJa MOy Cce  HalMcaTHu
AudepeHLMjaiHe jelHAYMHE KpeTawa chcTeMa npeko Lagrange-oBUX jejHauMHa

Jlpyre BpCTe y KOBapHUjaHTHOM OBJIUKY

n

Z Aoy (@G + Z Z Tapy(@i%dF = Q) aBy=1.,n (21

a a=1p=1
a —
Ca g% qP cMo 03HaumMM reHepajMcaHe KOOpPAMHATE, Agy = Qyq CYy €JIEMEHTH
OCHOBHOTI' METPHUYKOI TeH30pa [aay] € R™™ u Iyp, cy Christoffelou cum6osu
npBe BpCTe, B. [74]. EnleMeHTH OCHOBHOT MeTPHYKOI TeH30pa ce ojipehyjy Ha

OCHOBY M3pa3a

Aoap = Z mi(fa(i)){?g(i)} + (ﬁa(i))[jci]{ﬁﬁ(i)}’ (2.2)
i=1
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rae cy Ta(i) U ﬁa(i) T3B. KBa3M6a3HU BEKTOPHU

i
R = o - - k > - <
Ta(i) — $ala X kza(pkk + $rerq )+ pi | +éa€a Ya<i, (2.3)
0) Ya > i,
= £.8 Va < i
Q — {Eaeou = 4 2.4
a® ~ o, Va > i, (2.4)

Christoffel-oBu cumb6o0su ce ofpebyjy u3 cienehe jeqHaurHe

- 1<6a/;y 00y, Oagg

Lapy = 2\ ag* " aqF " aqr

>, a,f,y=12,..n, (2.5)

WY jeJHaYUHe

Tapy = ). mifa(ax Tip)Tion + &b (350) [10](e0} - 26)
i=sup(B.y)
a <P, €yp=E€yXép

JennauyuHa (2.1) je gata y ¢opMH Koja je morojiHa 3a ayTOMaTCKO ¢GopMUpabe
JudepeHIMjaJHUX jelHAYMHA KpeTawka N0CMaTPaHOT CUCTeMa BUIlle KPYTHUX TeJia.
Kao wmto je nmokasaHo y [74], ayromMaTcko ¢popMupame jeJHaUMHA He 3aBUCHU Of
TEOPUjCKOT MPUCTYIA, KOjU je KopullheH y popMUpawky TUX jejHAYMHA (OMIUTH
npuHuunu MmexaHuke, d Alembert-oB npuHuumn, Lagrange-oBe jeHauuHe Jpyre
BpcTe, Appell-oBe jeaHaurHe U Ap.). JefHaUMHe KpeTawa POOOTCKOT CUCTeMa ce
MOTY 3alMCaTU M Y eKBUBaJIEHTHO] KoBapHjaHTHOj ¢opmu (2.1). 3a oBako jaTte
jeiHaunHe KpeTawa 6Ouhe wuckopuutheH Rodrigues-oB HayuMH QopMmupama
MaTpula TpaHcpopMmalMja KOOpAMHATA KOjU Ce IMOKa3ao MOTOJHUM y OBOM

cayyajy. Ha gecHoj ctpanu jeaHayune (2.1), reHepanucana cuja @, mpejcTraBba
CroJballilbe TeHepasIMcaHe CUJIe OJi CWJIa TpaBUTAlHje Qf, MOrOHCKUX cuna Q)
WJIM CHJIA OJ CTO/bAIlIbKX eJeMeHata Q,F Be3aHMX y cHCTeM KpyTHX Teia. [leo
pesyJsiTaTa NpUKa3aHUX ¥ 0BOj IJIaBU 06jaBJ/beH je y MoHorpaduju [70], paay [76],

Kao ¥ Ha MehyHapoaHUuM KoHdepeHnujama [77, 78].
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2.2 XuGpUAHU eJieMeHAaTH GPAKIMOHOT THIIA

[I[puyMeHa afanTpPOHCKUX ejieMeHaTa Yy POOOTCKMM MU CUCTEeMHMa BHILE
KPYTHX TeJ1a MOXe OMTH 3Ha4yajHa 3a JIONyHCKO yIpaB/bakbe OBUM CUCTEMUMA U 3a
CMameme Hexe/beHUX BuOpauuja. Crora, BHUCKOeJaCTUYHMU eJIeMEeHT ca
aKTyaToOpoM, IIMe30-BUCKOEJAaCTUYHU WU  MarHeTHOPEOJIOLIKHM  eJIeMeHTH
MHTETPUCAaHU y TaKBe CUCTeMe Ipyxajy 60Jba aJlalTPOHCKA CBOjCTBA. IbuxoBa
JAUHAMMKa Ce MOXe CHUMYJMpaTH y3 I[pUMeHy aJleKBaTHUX MoJesa U
AudepeHlMjaJHUX jeJHAYMHA KpeTawma ca OAroBapajyhMM KOHCTUTYTHUBHUM
pesianjaMa 3a afalTpPoHCKe ejeMeHTe. Kazja cy y nuTamwy poO60TCKU CUCTEMH U
CUCTEMH BHILEe KPYTUX CerMeHaTa ca A0AaTUM JePpOpMabUJIHUM eleMeHTUMa, Y
JUTEpaTypu ce Hajyemthe Mory HahM KOHCTUTYTHBHe peJaljije ejeMeHaTa y
KojuMa QuUrypuily 1eso6pojHu M3BOAU. Mak, 3a onucHMBambe BUCKOEJTACTUYHUX
CBOjCTaBa y KOHCTUTYTUBHUM peJialjijaMa Ce MOTYy INPUMEHUTH U H3BOAU
dpakuuoHor pena. Mojeay BHUCKOEJAaCTUYHOT Tesa ca M3BOoAMMAa (paKLHOHOT
peJia MoKasaJu Cy ce BpJIO [I0y3/JaHUM U [IOrOJHUM 3a ONMCHUBabe NPUTyLIema Y
MaTepujajJvMa U CTPyKTypaMa ca 3HayajHUM NpeJHOCTHMA y OJHOCY Ha MoJeJie
ca KJIACUYHHUM U3BOJHUMa.

Hajnpe, nocMaTpamo pesanujy  cuja-oMepame dpakuuoHor
BUCKOEJIACTUYHOT eJleMeHTa ca aKTyaTOpOM

Frgva = Es x(t) + E;RED*(x (1)) + fa, (2.7)
rze je x(t) koopauHara Jebopmalidje eJleMeHTa y MPaBIy [JIaBHE OCe eJIeMeHTa,
Frgya je cuiia HacTala U3yKeweM esleMeHTa, Eg je koepUIMjeHT eJ]acCTUYHOCTH,
E, = EST,’} je KoepUILIMjeHT jeiHAK NPOU3BOAY KoepHUIUjeHTa eaCTUYHOCTH Es u
BpeMeHa peTapjauuje Tp U f je cuja oJ, akTyaTopa KOja MOXe 3aBHUCHUTHU O[]
6p3uHe uau BpeMeHa. OmepaTtop X!D? je omepaTop Riemann-Liouville-oBor
u3Boja ¢ppakiuoHor peaa A, x(t) je koHTUHyanHa PpyHKIMja Ha UHTepBay [0, t]
u 0 <A< 1. Uzpyxemwe Tj. moMepame x(t) ejJeMeHTa Ce BPIUIM y AKCHjaJIHOM
NpaBLy TakKo Jia reHepuile cuiny Frgya.

Ako y jenHauuHu (2.7) 3aHeMapuMO CUJIy aKTyaTopa, MOXeMO A0OUTH

peJsialyjy cuia-noMepame aCUBHOT BUCKOEJIACTUYHOT eJIeMEHTA Y 00JIUKY
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Frxva = Es x(t) + E; *EDA(x (D)), (2.8)
KOja TNpeJcTaB/ba KOHCTUTYTUBHY pesanujy ¢pakuuoHor Kelvin-Voigt-oBor
Mo/ieJia BUCKOEJIACTUYHOCTH.

Y pasmbeM TeKCTy npejactaBuheMo pesalujy cujaa-noMmepamwe GppakiHOHOT
nue3o-Kelvin-Voigt-oBor (®PIIKB) enemenTa (3acHoBaHa Ha CJAMYHOM MOJeJy ca
HM3BOJMMa 11eJ100pOojHOT peia [72]) y 06/1uKy

Frpky = [Es + Ep|x(©) + Exp REDA(x (D)) + Epan, Uy (2), (2.9)
rae je Fepgy cuna ox OIIKB enemeHTa, x(t) je moMepame ejleMeHTa y MpaBIy

y3ayxHe oce eneMeHTa, E; u E,, cy napaMeTpy KpyTOCTH ONpyre 0JHOCHO MHe30-

KepaMuKke, Ej, = [ES + Ep]r,’}, r7ie je T4 BpeMe peTapianyje, 4, j€ mapaMeTap

nues30-JulaTalMOHKX cBojcTaBa U U, (t) je HaloH nue3o0-1noapusanyje.

Penanuja cuna-nomepamwe ¢paKiMoHOr MarHetHopeoJsiomkor (PMP)
eJleMeHTa (3acHOBaHa Ha CIMYHOM MO/JeJly ca U3BoJMMa liesiobpojHor pega [71])
je AaTay o6JIMKY

Fryg = Empx() + Epy REDA(x (1)) + 9z(1), (2.10)

z = —@|x|z]z|"! — yx|z|" + Ax, (2.11)

rae cy Fyg ¥ x(t) cuna ogHocHo auiatanuja ®MP enemenTta, E,,, je KpyTocT
eseMeHTa, E; je 3a caydyaj ®MP enemenrta Ej,,, = Emr(rl’}o + iTj}l) rjae je T%O
N0YeTHO BpeMe peTapjaluyje a T;}l je BpeMe peTapjaliyje, Koje ce Mera JIMHeapHo
ca CTpyjoM [ y eJleKTpOMarHeTy Koja cTBapa MarHeTHo nosbe y ®MP enemeHTy.
Unan ¢@z(t) ognpebyje xucrepesuc rae je mnpoMmeHs/buBa z(t) apeduHHcaHa
jenHauuHOM (2.11), u mapameTap ¢ = @ + i ¢4 je IMHeapHO 3aBUCTaH 0/, CTpyje i
Ha esiekTpoMarHety, [71]. [lapameTpu ¢, y 1 A cy KOHCTAaHTHHU [IOK MapameTap n
JepUHMIIe peJ HeJIMHEAPHOCTH jeaHauMHe (2.11). Onepatop R:D? y npeTxogHuM

jeiHauMHaMa o3HayaBa Riemann-Liouville-oB u3Boj dpakipoHor pejga A koju

heMo Hazasme nucat y ckpahenoj dopmu D,
llomepame esneMeHTa, PyHKIMja X (qi(t), g, ..., qk(t)), je jenHaka

pasaunyd  x =1l —1, TpeHyTHe [JyXHHe ejeMeHTa | U Heke TMOYETHE
HesedopMucaHe yUHe [y U ca0eHa je QyHKIMja reHepasiMCaHUX KOOPJMHATA,

0 yeMy he OMTH BUIlIE pe4H y HACTABKY.
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2.3 TeHepasucaHe cuJje 04 XMOPUAHMX e/ieMeHaTa

[[pyMeHOM MNpUHLKMIA BUPTYEJHOT paja MOXXEMO H3BECTHU jeJJHAYMHEe
reHepajiMCaHUMX CWJIa eJieMeHaTa Be3aHHUX y CUCTeM KpyTux Tesa. Hajope
JebUHMIIEMO BEKTOD CHMJIe, KOja [IejCTByje Yy NpaBlly jeJUHUYHOI BEKTOpa €, y
00JIUKY

- > N
Fwi = —Fvu = Frpgv/rprvaé, (2.12)

rAe je ca Fppgy/ppkva 03Ha4eHa cuia OIIKB unn OIIKBA esnemenTa, cvka 2.2.

Cnuka 2.2. Unyctpanyja cucteMa KpyTux Tesia ca BesaHuM ®KBA

€JIEMEHTOM

BekTop nyxuHe [ enemenTa y TpaBILy jeJMHUYHOT BEKTOpA € je

[ =D,D, = (g%, q'*2, ..., q))é. (2.13)
Bapujauujy BekTopa T3armcyjeM0 Kao
§() = es(1) + 16(8). (2.14)
HW3pa3 3a BUpTYeJIHU paj je
SAY = Fi87p, + Fp 875, = F,8(D). (2.15)

U3 npeTxo/iHe ABe jelHAUMHE N06HjaMO
SAY = —E,(85(1) + 18(8)) = —Frpy rpxvaé(88(D) + 15(8)). (2.16)

Axkojeé-65(€) =0ué-é = 1,jennauuna (2.16) ce Moxe 3aIUCaATH Y 06JIHUKY
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a()
8AY = —Fppkv/rpkval(D) = —Frpky/rrkva 5o 9q° 5q“. (2.17)

Ako y3ameMo y 063up ciefiehy jeqHakocT

n n -
0 [a(I)
6D = FPE Ere (2.18)
a=1 =1
OH/Ia je/lHAYMHY 3a BUPTYEJHU PaJi MOXXeMO 3anucaTu y cienehoj dopmu
w la ‘)) a w a
84" = ~Fopiy epuvn o 04 Z Qusq (2.19)
akojei < jsal(q'*%,q"*?,..,q/)udl/aq%, cnean
. . . ol 0, j<aorac<gi
i+1 ,Li+2 j _ ’ =1
I(q"*Yq ,m,q)=:aqa L#O‘ i<a<] (2.20)
ol [a(0)
— == ' <j. 2.21
aqa l aqa o l<as] ( )

M3 jepHaunHe (2.19) ce Mory f06UTH jeiHAYMHE 32 TeHepaJIMCaHe CUJIe Y OBJIUKY

, 20
Qo = —Frpkv/rrrvay [3q®" I<as<sj<n, (2.22)

QY =0, j<acsi, (2.23)
2.4 AnpokcumanMja usBojaa ¢pakumoHOr peja

Y jennaumnama (2.8), (2.9) u (2.22) jaBba ce u3BoA PpakiMoOHOT pena
byHKIIMje moMepamwa RLD’l(x(t)). Tpeba pehu fna kon pakLMOHHUX M3BOJA He
BaXKH KJIAaCUYHO NMpPaBUJIO U3BoJa caoxkeHe ¢yHKIMje, [7, 117], a Koju ce jaBsba y
HaBeJleHUM H3pasuMa y OOJIUKY RLD’l(x(t)) 3a3. 0<A<1 u npexacras/ba
dpakMOHU HM3BOJ, QYHKIMje MoMepara eyeMeHTa X(t) = l(qi+1,qi+2,...,qj) —
ly = x(q(t)), Koja je cnoxeHa GyHKIMja reHepaJlcaHUX KoopAMHaTa q'. AKo y
ropmUM jeiHAaYMHaMa y3MeMo Jia je A = 1, nobuja ce Kjacu4yHa jeJHaYMHA 3a
reHepa’iicaHe CUJe ca L1eJJOOPOjHUM U3BOJOM CJOXKeHe QYHKIUje, Yhje pellerme
je 3a cayyaj Be3aHe MPUTYILIHUIE Y CACTEMY OTBOPEHOT KMHEMATHUYKOT JaHIa

npuKasaHoy [74].

38



Takobe, Tpeba HamomeHyTH Aa 3a Riemann-Liouville-oBy agebununujy
dpakiMoHOr U3BOJla BaXXU MpPaBUJIO Jla U3BOJ, KOHCTAHTE HUje jeAHAK HyJu [9],
oJlaKJjie cieu

RLpA(x) = REDA(L — 1) = REDA(D) — REDA(1y), (2.24)

RLDA(1,) # 0. (2.25)

Kako kox ¢pakyMoHUX M3BOJA He BaXKU KJACUYHO MPABUJIO HM3BOJA CJIOXKEHE

byk1Mje, HeEONXOJHO je NPHMEHUTH alpOKCMMAlMOHe MeToJe Kako 0u ce

$pakKIMOHU U3BOJ, CBEO HA KJIACUYHHU 1eJI06pOjHU U3BO/I. Je/lHA TaKBa HyMepHYKa

dopMysia 3a anpokcuMaiuujy ¢ppakuuoHOT H3BoJa je jnata y [66, 68], koja
npuMerbeHa Ha caoxeHy Gynkuujy x(q(t)) nma o6.1uk

RLDAx(6) = AL, N)(t — a)*x(q(®)) + B(A4, N)(t — a)*D x(q(D))

- Z CLP)(t — )" P~AM,,(£) + Ry (8), (2.26)
p=2

rae je M,(t) momenT QyHkuuje, R,(t) je octaTak, Jok cy mapameTrpu A(4,N),

B(A,N) u C(A,p) aaTu uspasuma

Fp—1+4)
A4 N) = F(l -1 l 2 rDp-n'| (227)
Fp—1+4)
BA,N) = F(Z A) l z rA—p! | (2.28)
Fp—1+2)

C(Ap) = (2.29)

- /1)1“(& -1 (-1’
rae I' o3HavaBa rama ¢yHkuujy. MomenT pyuknuje M, (t), p = 2,3, ..., N ce gobuja

Kao pelliese ciaeseher cucrtema AudepeHIMja/HUX jeIHAYMHA

M, () = (1 = p)(t — a)?"2x(q(D)), (2.30)
M,(a) =0, p=23,..,N. (2.31)
Takobe, octaTtak R, (t) ce pauyHa no ciezehoj dopmysiu
-, F(p—141) T —ay?
Rn(t) = m x (2 (q(t)) y F(l — l)p' (t — a) dr. (232)
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3a oBako A00HjeHYy anpoKCcUMaldjy (PppakKUUOHOT HM3BOJA, Yy KOjo] QUrypulle
1en06pojHU M3Boj, npBor peja D! y jegnaumnu (2.26), cafa BakM KJacH4Ha

Aedunuumja u3Boga cioxkere dpykumje x(q(t)).

2.5 XuOGpPHUAHU eJIeMEeHTH Y pOGOTCKOM CHCTEMY Ca TPH CTelleHa
CJ1060/€e KpeTama

Ha npumepy poboTckor cucteMa ca TpU CTelleHa c1000Je KpeTamwa [75]
(ciuka 2.3) u BesaHuM OKBA, ®IIKB nau ®MP enemeHToM 3a npBU U Tpehu
CEerMEeHT Y CUCTEMY, MOXKEMO OJpe[UTH IeHepa/iMcaHe CUJie Be3aHOI eJleMeHTa.
[IpBU ¥ ApyrH 3r7100 y CUCTEMY Cy POTALlMOHU a Tpehu je mpu3MaTU4HU 3I7100, rJe
Cy He3aBHCHe reHepaJiicaHe KOOpJHHaTe y CBAaKOM O/Jf 3IJ1I060Ba 03HaYeHe peioM
ca q', g u q3. PemaBameM HHBEP3HOT KUHEMAaTHYKOI 3ajaTKa onpebyjy ce
yHyTpallibe (reHepajvcaHe) KOOpAUHATe HAa OCHOBY NO3MIlMje BpXa XBaTa/bKe y
r7106aJIHUM KOOpAMHaTaMa. Y OBOM CJ/y4ajy BpEAHOCTH TreHepaJHCaHUX

KOOpJIMHATa Cy ycBojeHe y 061Ky gt = 1, g2 = 0.1-sin(8t) uq3 = 0.1 - t.

Cauka 2.3. Po60OTCKU CUCTEM ca TPH CTelleHa c1060/ie KpeTarkha U Be3aHUM

a) ®KBA enemenToM 6) ®MP/PIIKB enemeHnTOM

BekTop TpeHyTHe Ay:XKHMHe ejJieMeHTa Be3aHOT y cucteM ozapeheH je ciemehom

jeHa4YruHOM
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[ =DD3 = =7y — Py + Pop + q°€3 + P33 + 3 + 73, (2.33)
rae ¢y p; U Py, i =1,2,3 BeKTOpW MoJioXkaja LlEHTpa Maca OJHOCHO BEKTOPH
Jy’)KHHE cerMeHaTta, 7; M T3 Cy BEKTOpH I0JI0XKaja Tayaka 3a Koje Cy Be3aHH
eJIeMeHTH Y OJJHOCY Ha LieHTpe Maca CerMeHaTa U ¢°é; je BeKTOp Koju 03HayaBa
NpoMeHy MoJiokaja Tpeher Tesia ca NMPOMEHOM TreHepajiMCaHe KOOpAMHATe y
npu3MaTUYHOM 3rJio0y. /JluMeH3uje cerMeHaTa pOOOTCKOr CHUCTEMa Cy:
lo=0.7[m], |p;]=04[m], |5,]=0.6[m], |p33]=04[m], [p3]=0.2][m],
|75] = 0.1 [m], |7;] = 0.1 [m]. Ako ce BekTOpH y jegHayuHu (2.33) u3pase npeko
Rodrigues-oBux MaTpuiia TpaHchopMaliuje y OAHOCY Ha KOOPAUHATHU CUCTEM XyZ
W ypauyyHajy AUMeH3Hje cerMeHaTa, WHTE3UTET BEKTOpa TpPEHYTHe [y)KHUHe

eJleMeHTa je

L=|I| =07 + ¢®) cos g2 — 0.1]2 + [(0.7 + ¢®) sinq® + 0.4]2  (2.34)

rae je 1(q%, q3) cnoxkena GpyHKIMja reHepasMcaHUX KOOPAMHATA g2 U 3.
2.5.1 TeHepajucaHe CWie O4 XMOPUJHHUX eJleMeHaTa

Ha ocHOBY BpeJHOCTH TeHepaJMCaHHUX KOOpAWHATa, TeHepajiMcaHe CHJIe
QY and Q¥ cy pasauuute oz Hyse u Q' = 0. KopumheweM jegHaunna (2.8) u

(2.22) moxxeMo J06UTH U3pa3e reHepanrcaHux cuia KB enemeHnTa y 06/HKY

= - |Bx® 120 + 5 120 mpA(x(0)| (2.35)
[E x(t) i‘;(? +E, 52(2 RLDﬂ(x(t))], (2.36)

v 3a ®KBA esieMeHT y 06JIUKY
[E x(t) i‘;(;) +Ey i‘;(;) RLDA(x(1)) + 52(2 (2.37)

0y = -[px® 128+ 51 20 mp20) + +120 1| (239)

1ag3 1ag3 1dg3
Takobe, u3 jegnauuHa (2.9) u (2.22) oppehyjemo renepanucane cuse PIIKB

eJIEMEHTa

lo@ , . 1a()

1oz T Ewig.e RLDA(x (1)) + EpayyUp (t)

[o(D)

Q§V=—[ES+E](t) Al

(2.39)

41



QY = —|[Es + Ep]x (t) 60 E,lpﬁg(;) RLDA(x(t)) + Epayy U, (6) - a(;) , (2.40)
u renepanucate cuie ®MP enemenTa uz (2.10) u (2.22) y 06/1MKy
Qz =—|Esx(0) lg(? Amrﬁaa(;) DA (x (1)) + 9z(0) 5 a(;) , (241
Q3 = — _E (t)-@ E)Lmrﬁ a(j RpA(x(1) +<pZ(t)- O , (242)

rje ce npoMeH/buBa z(t) oapehyje us jequaunne (2.11).
2.5.2 0Opa3vB HeynpaB/baHOT po60Ta

OBze heMo Takohe pasamMaTpaTH po6OTCKH CUCTEM ca TPHU CTeNeHa ca1060/e,

B. [75] u ciuKy 2.2, 32 yMje cerMeHTe UMaMo cJieJiehe TeH30pe HHeplHje

i 10 0 O - 10 0 O @ 10 0 0
[]c(l)]= 010 Of, []c(Z)]= 0 1 01 []c(3) 1 0| [kegm?],
0O 0 1 0 0 10 0 10

(2.43)
umacem; =5[kgl, i =1,2,3.

Ha ocHoBy jenHauuHe (2.1), audepeHIUjasiHe jeAHAYWHE KpeTamba
pPOGOTCKOT CHUCTeMa, ca TPU CTeleHa c€1060Jile KpeTamwa, MOXKEMO 3alucaTH y

061Ky Lagrange-oBUX jelHa4MHAa Jpyre BPCTe Y KOBapUjaHTHOM 06JIMKY Kao
3

3 3
Z agy (QG% + Z z wpy(@a%qP = Q'+ Q5+ QI%, By =123

a a=1£=1

(2.44)
r/le MMaMo TPH He3aBHCHe reHepa/McaHe KoopauHate q1, g% u g3 v yKynHo geset
OZJHOCHO M0 TpHU TreHepajiMcaHe CUJIe O0J] CuhJa Texe POOOTCKUX CerMeHarTa
Qs,y =1,2,3, o1 NOrOHCKUX CHJIA Q)I,)Og,y =1,2,3 u ox BesaHor ®KB enemeHTa

FKV y =1,2,3.

OaroBapajyhu eseMeHTH METPUYKOT TeH30pa dy, U Christoffel-oBu
CMMO0JIM TIpBe BPCTE faﬁ,y cy oapebeHu Ha ocHOBy jesHauuHa (2.2)-(2.6) (3a
npumep u3 [75]) ¥ AaTH y 06JIUKY

a,; = 3 + cos(q?) [5(g®)? + 8q3 + 21.65], a;, =0, a;3 =0, (2.45)
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a21 = 0, azz = 2365 + 8q3 + 5(q3)2, a23 = 0, (24‘6)

as;; =0, az; =0, az3 =5, (2.47)

121 = —cos(q?) sin(q?) [5(q®)? + 8¢ + 21.65], I, ; = 0,53, = 0,(2.48)
[i31 = cos?(q®) [5¢° + 4], Ti3, =0, 33, =0, 33, =0, (2.49)
f23'2 =5q¢3+4 (2.50)

3a octane Christoffel-oBe cum60.1e mpBe BpcTe, Ha OCHOBY YUMHbeHULE Ja je a <
Y CBOjCTaBa CUMETPHUje U aHTUCUMETpHUje, lo6uja ce
[110 = 0,522 = 0,I333 = 0,131, =T15, = 0,353 =T33 = 0,133 =

f‘13‘3 = 0, (251)

l_‘21,1 = F12,1; l_‘31,1 = F13,1: r‘32,1 = F23,1: 1_‘31,2 = I‘13,2:1_‘32,2 = r‘23,2' 1_‘21,3 = lﬂ12,3'

(2.52)
f‘11,2 = —f12,1,f11,3 = —f13,1: r12,3 = —f13,2'f‘23,2 = —f‘zz,s, (2.53)
3a reHepaJjivcaHe CUJIe OJi CUJIa Texe 106HujaMo
Q¢ =0, (2.54)
Q5 = — cos(q?) (53.955 + 49.05¢°), (2.55)
Q% = —49.05sin(g?). (2.56)
FeHepasMcaHe TMOTOHCKe cusie poboTckor cuctema cy QY8 = My, QY8 =M, wu
gog = F;, rae My, M, v F; npeacTaB/bajy oArosapajyhe MoMeHTe y POTallMOHUM

3I‘JIO6OBI/IMa, OAHOCHO CWJly Y TPAHC/JIATOPHOM 3FJIO6y. FeHepaﬂHcaHe cuJie o

dpaknuonor Kelvin-Voigt-osor enementa QFXV, QFKV u QIXV cy oppehene

jenHaunMHaMma (2.35)-(2.38), rae je noMmepame ejieMeHTa 4aTo peJalydjoM

x=1—1y=+/[(0.7 +q3) cos g2 — 0.1]2 + [(0.7 + q3) sin g3 + 0.4]2 — ,, (2.57)
IITO Ha Kpajy Jaje CHCTeM ca TPHU HeJMHeapHe (pakiyoHe AudepeHIrjaiHe

jellHa4MHe APYTor pefia y 06JUKY

a;1G' + 2f12,1q1q2 + 2f13,1"11('13 = fog, (2.57)
azzqz - 21:12'1((]1)2 + 2f‘23,2q2q3 = ngg + ng + QfKV, (2.58)
az3G* — 2f‘13,1(511)2 - Zf‘zs,z (G*)? = ngg + Q§ + Qf%Y, (2.59)

WJIM Y IPOUIMPEHOM OOJIMKY Kao
(3 + cos?(g?) [5(q3)? + 8q3 + 21.65])*
—2 cos(q?) sin(q?) (8q® + 5(q3)? + 21.65)¢* g% +
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+2(5cos?(g?) (0.8 + ¢%))q*q® = QI°%, (2.60)
(23.65 + 5(g3)% + 8g3) >
+ sin(q?) cos(q?) (8¢ + 5(¢3)% + 21.65)(¢1)? +

+2(4 +5¢3)4%¢% = QF°% + Q5 + QL*, (2.61)
5G* — cos*(q*) (4 +5¢*)(¢")?* —
—(4+5¢*)(@»)* = Q°% + Q5 + 5", (2.62)

Jla 6ucMO pemMsiM OBaj CHCTEM HeJMHeapHUX JudepeHlUjaJHUX jeJHadYruHa
JIPyTor pejia MOKEMO WX CBECTH, Hajllpe, Ha CHUCTEM jeJHaYMHa MPBOT peja 3a
eJleMeHTe BeKTopa cTamba X y 06JIUKY
X1 =q'®), X, = ¢*(), X3 = ¢*(), Xa = ¢", X5 = ¢°, X = ¢,
Xesp-1 = Mp1y, Xesn-1 = My—1y, P=2.3,..N—1, (2.63)

oJlakJie 106MjaMO CUCTEM je/lHAYUHA IPBOT pejia Kao

Xl = X4_,
XZ == X5,
X3 == X61
P 108 = 2T15 1 X4 X5 — 2113 1 X4 X
4 — q - )
aiq
Xs = il'2
Q3%+ Q5 (X2, X3) + Q5 (X, X3, Xgup-1, Xoan—1, ) + 2121 (X4)? — 2053, X5 X
az; '
Xe = qg
_ Q5% + Q5(X2) + Q5*V (X2 X3, Xeup—1, Xeun—1,) + 2131 (Xa)? + 2053 ,(X5)?
a; '
X6+p—1 =1 -p)(t—a)P?x(X,,X3), p=23..,N—-1,
X6+N—1 =1-N)(t- a)N_zx(XZ,X3), (2.64)

IZle je MOMepame eJieMeHTa Cafa JAaTo y QYHKIUjU esieMeHaTa BeKTopa X ¥

06JIMKY

x(X5,X3) = /[(0.7 + X3) cos(X,) — 0.1]2 + [(0.7 + X3) sin(X3) + 0.4]2 — I,
(2.65)

Y oZiroBapajyhy No4eTHH yCJI0BU
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X = [X10 X0 X30 Xs0 Xso Xeo Xe+p-1)0 - X(6+N—1)0]' (2.66)
KOjH Cy AaTu y ciaejeheM 00JIMKy
X10 = q"(0), X30 = q%(0),X30 = q°(0), X40 = ¢*(0),
Xs0 = ¢%(0),Xs0 = ¢°(0)
Xe+p-10 = Mp-1) = 0, X(g4n-130 = M(n-1) =0, p =2,3,..., N - 1. (2.67)

2.6 HymepuykM pe3y/iTaTH U ynopeJHa aHa/In3a

3a npeTxo/jHO IpHUKa3aH POOOTCKH CUCTEM Ca TPU CETMEHTA U TPHU CTeleHa
c1060/e KpeTamwa (ciuka 2.3) reHepasiucate cuiie of Besanux @KB, DKBA, ®IIKB
u OMP enemenara cy ogpehene jegnaurHama (2.35)-(2.42), nok je ¢pakivoHH
M3BOJ, allPOKCUMUPAH HyMepU4KoM LieMoM (2.26). Ha ocHOBy 0BUX jeiHAYMHA U
reHepajMcaHux koopguHata ql =1, g% =0.1-sin(8t) u q3 = 0.1+t moryhe je
OApeUTHU BpPEAHOCTH TeHepaJMCcaHUX Ccujaa y BpeMmeHy. OpapebhuBame
reHepajiiCaHUX KOOpJMHATa y BpeMeHy, Tj. 0/I3MBa HeyNnpaB/baHOT POGOTCKOT
CUCTEMA, MOXe Ce JJOOUTH pelllaBakbeM CUCTeMA HeJIMHeapHUX AudepeHIUjaTHUX

jeAHaurHa npBor pena (2.64).
2.6.1 T'enepanucaHe KOOpAMHATE 0] eJieMeHaTa

Y cBpxy chpoBohewma HyMepUUYKUX CcUMyJaluja 3a ojpehuBame
reHepajicaHUX CUJa YCBOjUJIM CMO oOJroBapajyhe BpeJHOCTH MapaMmeTapa
3aBMCHO 0/J] THNa Be3aHOT eJjieMeHTa. /luMeH3uje pPOOGOTCKUX CerMeHara, Tj.
Jly’KMHe BEKTOpa KOjU OMMUCYjy POOOTCKHU CUCTEM, CYy YCBOjeHe W3 MorJiaBba 2.5.
Kog ®KB (cauka 2.4) u OKBA (ciuka 2.5) eseMeHTa CMO YCBOjUJIM Ja je
Es = 20[N/cm] u E; = 50[Ns*/cm|, nok cvMo xog ®KBA esemeHTa ycBOjUJIH
CUHYCOU/JHO IPOMEHJ/bUBY CUJIy Ha aKTyaTopy ¢ppekBeH1yje 8 [Hz].

Kog OIIKB enemenTa, cumysanuje cy ypabeHe 3a cinegehe BpegHocTH
napameTapa y jeiHaiuHama (2.39) u (2.40): E; = 25[N/cm], E, = 50[N/cm],
E), = |[Es + Ep|t#[Ns*/em], 77 =1[s], ay, =0.1[cm/V] , n=1 nu N=4 y

jeqHauynHu (2.26). Ha mnue3o-kepaMunu npuMermeH je HamoH ox 60[V] u
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¢pekBennuje 8[Hz]. FeHepanucane cuse Q) u QY 3a nmpoMmeHe peja GppaKIMOHOT
Y3BOJA JjaTe Cy Ha CIuLu 2.6.

3a cnayyaj PMP enemeHnTa, cuMmysianyje cy ypahene 3a cieznehe BpegHocTH
napamerapa y jeaHauuHaMma (2.41) u (2.42): ): E; = 25[N/cm], mapameTtap Ejpy je
JINHEeapHO 3aBUCTaH OJ CTpyje i Ha ejekTpoMarHety ®MP enemeHTa y 06/1MKY
Eymr = Es(t& +i-7f )[Ns*/cm], rae cy tf =2[s], T4, = 03[s], ¢ = o + ¢1 ",
o = 150[N/cm], ¢@; =500[N/cm], A =120[N/cm], ¢ =300[cm™2], yx=
300[cm 2] u N = 4 yjeguauunu (2.11). Tenepanncane cuie Q¥ u QY 3a npomeHy

CTpPYyje Ha eJIeKTpOMarHeTy jaTte Cy Ha c1uuu 2.7.

a) 6)
oL A=1 1 3000 A=1
] A=09 ] A=09
?m =06 e A=06
Z., soof A=03 s 2=03
2w F
S LA A A REA T
—500 | -1000 |-
,m-
-1000 F

0 i 2 3 4 0 1 2 3 4
tls] t[s]
Cnuka 2.4. 'eHepanucane cusie KB esieMeHTa 3a IpOMeEHY BpeJHOCTU

dpakuoHoOr napamMeTpa.

a) 6)
o A=1 3000 [ A=1

A=09 A=09
. =06 1 1 =06
Z. s =03 12wl A=03
= 2en
s A A N RS LB AN N
=500 —1000 -

Lol

,lm,

0 1 2 3 4 0 1 3 4

2
tls] t[s]
Cinuka 2.5. 'eHepanucane cusie @PKBA esnemeHnTa 3a npoMeHy BpeJJHOCTH

dpakuuoHOT NapaMeTpa.
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tfs]

Ciuka 2.6. 'enepanucane cuse ®IIKB esnemeHTa 3a npoMeHy BpeJHOCTU

(s

dpakuoHoOr napamMeTpa.

a) 6)
0 A : I A I I I I
500 F
?7500_ ?71000-
-354 IE,—lsoo—
9 2en i
Qf"m_ i=05 [A] 1 Sigef =05 [A]
i=10 [A] b 1=10 [A]
i=15[A] e U
Tr i=20[A] 1 i=2.0[A]

—3500 £y Il I I

0 1

t[s] tls)
Ciuka 2.7. 'eHepasiucaHe cuiie MP esleMeHTa 3a mpoMeHy CTpyje Ha

€JIEKTPOMArHeTY.

Ha ocHOBy npukasaHuMX HyYMepUYKHX IpUMepa 3a reHepasiMcaHe CUJie MOXKEMO
3aK/by4uTH ciefiehe. BpeJHOCTH TreHepa/lMcaHUX CWJIa HMajy HeraTUBaH
npe/i3Hak W OMNaJiajy y TOKy BpeMeHa. Y3pOK ToMe je J00ujeHH O0OJIUK
reHepajicaHUX KOOpJMUHAaTa Kao (QyHKIMja BpeMeHa pellaBakbeéM HWHBEP3HOT
KMHEeMAaTCKOT 3a/jlaTKa. AMIUINTY/ia TeHepaJIMCaHMX CUJIa Ce MeHha y TOKY BpeMeHa
3aBHCHO O0Ji BpeAHOCTH ¢paKIMOHOr MapaMeTpa, Te je 3a Behe BpeAHOCTH
dpakuuoHor mapaMeTpa Beha M aMIUIUTyJZa reHepaJMCaHUX CUJA, JIOK ce ca
CMakbeweM (PaKLMOHOI NapaMeTpa aMIUIUTy/Aa cMamyje. OBaKBO MOHAllAmke Ce
MOXKe NPUMEeTHUTH KOJ, CBUX THUIIOBA eJleMeHaTa a yCJIOBJ/bEHO je THUMe LITO Behe
BpeJHOCTH (QpaKLUOHOr MapaMeTpa YHoce Behe npuryuewe y CHUCTEM Tj.
M3paXkeHHuje je BUCKO3HO MOHallame ejeMeHaTa. Takohe, moBehamwe BpeJHOCTH

bpakLuOHOr MapaMeTpa KoOje TeXHU jeAUHULH, Tj. KaJa (PpakiMOHU H3BO/J
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dyHKUMje Texu TMNpBOM H3BoAYy Te JYHKUMje, [A00Hjajy ce BpeAHOCTHU
reHepajiMCaHuX CUJIa KoOje OAroBapajy KJIaCUYHUM BUCKOEJACTUYHUM MOJeIMMa,
LITO MOKa3yje Jia pelieme A00HMjeHO HYMEPUYKOM alpoKCUMaIlMjoM KOHBeprupa
Ka 1eJ00pojHOM peliewy. OBUMe CMO NOTBPAWJM MCIPABHOCT MNpPUMEHEHE
anpokcuMainuoHe ¢opmysie 3a ¢pakuuone usBoge. Kog PKBA enemenTa Ha
ciny 2.5 u ®OIIKB enemMeHTa Ha cauuu 2.6 MOXeMO HNPUMETUTH Jla MMaMO
JIOKaJIHy T[pOMEeHYy aMIUIMTyZile TeHepajucaHe CcuUJe Koja ce Jobuja
Cylepno3uLiMjOM CHUHYCOUZAJHOI CUTHaJla Cca aKTyaTopa, OJHOCHO IHe30
KepaMUKe Ha OCHOBHY aMILIUTY/ly TeHepasiMcaHe cujie y TOKy BpeMeHa. Kog ®MP
eJleMeHTa, CJuKa 2.7, MO0XeMO IpPUMETUTH Ja Ce OCHOBHA aMIUIMTy/Ja
reHepajiicaHe cuje y TOKy BpeMeHa mnoBehaBa ca mopacToM CcTpyje Ha
eJIeKTpOMarHeTy. Y3pok ToMe je nmoBehaHo mpurymemwa y CUCTeEMY y3pOKOBAHO
nopehaweM jauuMHe MarHeTHOr 10J/ba, IITO je OCHOBHO  CBOjCTBO

MarHeTHOPEOJIOIKUX GIyUza.
2.6.2 0p3uB HeylpaB/baHOT po6OTaA

JlobujeHu cucTeM HeJlMHeapHUX AudepeHLMja/IHUX jelHAYMHA IPBOT pesa
(2.64) ca oaroBapajyhvM no4eTHHUM YCJIOBHMMA, TeHepaJUCaHUM KOOpAMHATaMa U
Op3uHaMa, Ka0 U HYJTUM MOYETHHUM YCJOBUMMAa 3a MOMEHT QYHKIHje, MOXKEMO
pelrTH NPUMEHOM HYMepU4YKUX MeToZa Kao wwTo cy Metol Runge-Kutta
4eTBPTOT pejia, B. [68]. Mu cMo y HauieM ciay4ajy npuMeHoM PpyHKUHje ode45 y
nporpamy Matlab, a koja je 6asupana Ha MeToAu Runge-Kutta yeTBpTOr M neTtor
pesa, pelluJgd J0OMjeHHM CUCTEM HeJIMHeapHUX AudepeHIMja/HUX jeJHayHWHa
NpBOT peJia U A0OU/IM 0J3UB HeynpaB/baHOT cucTeMa. [Ipe ogpehuBamwa o/3MBa
HeynpaB/baHOI CUCTEMa HEONXOJHO je Yy aHaJUTUYKOM OOGJIMKY OJpeluTu
BpeJHOCT reHepasiucaHux cuia ¢pakuuoHor Kelvin-Voigt-oBor esnemMeHTa, Koje cy
byHKIMje TreHepaJMCaHHUX KoopJuHaTa M 6p3WHa, Kao U oxrosapajyhe
anpokcumaldje GppakIMOHOT HM3BOJiA CJOXKeHe QYHKIHje nmoMmepama x (X, X3),
Koje 3aBuce oJf MOMeHaTa M, ucte Te ¢pyHkuuje. Hymepuyka anpoxkcumanuoHa
meMa ppakIMoOHOT M3BOJA 3aBHUCH 0/ O6poja uinaHoBa N y cyMu, U 3a Behu 6poj

y3€TUX 4YJIaHOBA ITOKa3aHa ]'e 60Jba aHpOKCHMaHI/Ija (l)paKLU/IOHOF H3BOJaA. Ha

48



OCHOBY jeiHauuHe (2.32) Moxe ce O[[peJUTH rpellKa y alpokcuManuju. Unak, y
pany [68] je mokasaHo Ja ce 3a MaJu Opoj 4aHOBa y alpOKCUMAlMOHOj LIeMHU
Moxxe noctuhu oarosapajyha anpokcumanyja ¢ppaknuoHor ussoga. Crora, oBze he
OUTHU JaTU HyMepUYKH NPUMepHU OJ3UBa HeylpaB/baHOI POOOTCKOI CUCTEMaA ca
TPU cTeneHa cja06oje U Be3aHUM ¢pakuuoHuM Kelvin-Voigt-oBuM esnemeHTOM,
cnuka 2.3 a),ca N = 3u N = 6 yia”HoBa y oArosapajyhum cymama (2.26)-(2.31).

YnopejHa aHaJu3a je H3BpLIeHAa KaKo OM Ce MOKas3ajJa BaJUAHOCT
IpUMelheHe HyMepu4Ke allpoKcuManuje ¢pakLUoHOT uM3BoAa. Banujanuja oBge
IpUMelheHe HyMepHyKe alpoKCMMalUOHe IlieMe, ca aHaJUTHU4YKU ojapeheHUM
dpaKLMOHUM U3BOAMMaA 3a Pa3/JIMYUTE TUNIOBe QYHKIH]a, ce Takohe Moxke Hahu y
pany [68]. [IpukazaheMo oA3UB POOGOTCKOr CUCTEMA Ca TP CTeleHa Ca000/e Ha
OCHOBY J00MjeHUX HyYMepHUUYKUX pe3yJiTaTa 3a TPU TeHepasvcaHe CUJie TOKOM
BpeMeHa, Kao U oAroBapajyhux ¢asnux gujarpama. Oa3uB pob60TCKOr cUCTeMa 3a
CIy4yaj KaJZia je Be3aH KJACUYHMU eJIeMeHT, ca NapajieJlJHO Be3aHOM ONpyroM U
NPUTYIIHUIIOM, TJle y peJlalUju Cua-loMepame ejleMeHTa MMaMo QYHKLHjy
noMepama eJleMeHTa U HeH MPBU H3BOJ, je yrnopeheH ca 0A3MBOM CHCTeMa ca
®KB eneMeHTOM U QpaKIUOHUM H3BOJIOM KOjU TEXU jeJUHULU. YCBOjeHe Cy
cnenehe BpeHocTH napameTapa y cuctemy E; = 20[N/cm], 7 = 2.5[sec] u N = 4.
Cumynaunuje cy pabeHe 3a ciegsehe mnouerne yciaose ¢'(0) = 0.3 [rad],
q?(0) = 0.3 [rad], ¢*(0) = 0.1 [em], ¢*(0) =0, ¢%(0) =0, ¢°(0) =0, Mz =0,
M3y =0, M4 = 0.

Tenepanucane koopguHate ql, g? u q° cy gaTe Ha cavkama 2.8 a) - 1) y
BpeMeHy 3a cCJy4yaj poOOTCKOr cHUCTeMa ca KJIACUMYHUM eJIeMEeHTOM OIpyra-
NpUrylmHULa, rae npeu usBoj y ®KB Mopeny oxaroBapa ciayvajy A =1, kao u
oCTajzla TPU cJyd4aja Koja cy AobujeHA MPUMeHOM HyMepuuke meme 3a A = 0.5,
A=0.9u 1 =0.999. Ca gate civKe ce MOXKe 3aK/bYYUTH Jia KajJia peJi U3BO/1a TEXKHU
jeqVHUIY, Tj. CJy4ajy ca LieJJIOOPOjHUM M3BOJOM, O/I3MB CUCTEMa KOHBeprupa kKa
pelllelby Koje ce Aobuja y Cay4dajy KJIaCUYHOr ejleMeHTa 3a MCTe BPeIHOCTH
OCTa/IMX MapaMeTapa y Mo/JieJy.

Ha ciukama 2.9 a) u 6) cy gatd dasHU JujarpaMu 3a reHepasiucaHe

KoopauHaTe g2 u q° v renepanvcane 6p3uHe 2 u ¢3 . Moxke ce yOUMTH Jja UMaMO
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KBasu-NlepUOAMYHe NyTamwe Yy 00a cay4aja U Aa peuiewe 3a A = 0.999 kouBeprupa
Ka pellewmy Koje ce fob0uja y CJlydajy cUCTeMa Ca KJACUYHHUM MOJeJIOM Oopyra-
npurymHuana. OBHUM ce moTBphyje MCIpaBHOCT NpUMeHeHe MeTOZ[0JI0THje 3a
Jlobujalkbe o0Jj3UBa CUCTeMa ca eJleMeHTMMa (QpaKLMOHOr peja NPHUMEHOM

HyMepuuke meme (2.11).

Cauka 2.8. 03uB HeynpaB/baHOT cucTteMa ca PKB esieMeHTOM U
npoMeHoM $paKIMOHOT IapaMeTpa a) TeHepanKcaHa KoopAuHaTa qt, 6)

reHepajMcaHa KOOpJMHaTa > U B) reHepaJiMcaHa KoopauHaTa q°.

Cinuka 2.9. ®a3Hu aujarpaM 3a kjaacudHU U PKB enemeHT a)
reHepaJMcaHa KoopiuHaTta q° u 6p3uHa (° , 6) reHepasucana KoopauHaTa q° u

6p3uHa q°.
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HYMepI/I‘lKI/I [IpUMEpPH y HACTABKY Cy CUMYJIMPpAHHU 34 CJ'Ie,C[ehe Io4yeTHe ycCjioBe
q*(0) = 0.3 [rad], ¢?(0) =0.6 [rad], ¢*(0) =0.4 [cm], ¢*(0) =0, ¢*(0) =0,
C[3(0) = 0, M(Z) = 0, M(3) = 0, M(4) = 0

a) 6)

=05
=10 —
=15
2.0

T

q1(t)[rad]
q2(t) [rad]

05 g 3

q3(h[rad]

* t[sec] °

Cinuka 2.10. Oa3uB HeymnpaB/baHor cucteMa ca PKB esieMeHTOM U
IIPOMEHOM BpeMeHa peTap/aliyje a) reHepajucaHa KoopAuHara q’, 6)

reHepaJjiicaHa KoopAuHaTa q° ¥ B) reHepaJjiicaHa KoopauHaTa q>.

Ha cnukama 2.10 a) - i) cy gaTe reHepasiucaHe KOOp/IMHaTe 3a IPOMeEHY BpeMeHa
petapjanuyje. MoxeMo NpHMMEHUTH Ja NpoMeHa BpeMeHa perapgauuje y OKB
eJIEMEeHTY yTU4ye HEe3HAaTHO Ha O/I3UB CUCTEMA y NOYEeTHUM TPeHyIlMMa BpeMeHa.
Wnak, Taj yTulaj ce ca nopacToM BpeMeHa noBehasa.

V cayudajy ®KBA enieMenTa, ciuka 2.11, KoJ reHepa/iicase cuie g°> umamo
CyNeprno3ulujy CAHYCOUJHOT CHUTHaJjla ca aKTyaTopa Ha OCHOBHY aMILIMTYAY
reHepajlMCaHUX KoopJAuHaTa. Mmak, MoxkeMo ce NMPUMETUTHU Ja je yTUlaj OBOT
CUTHaJia Ha OCHOBHY aMILJIUTY/ly TeHepa/iMcaHe KOOp/IMHATe Mawu ca noBehaweM

NpUTYIIEewka y CUCTEMY, Tj. ca noBehaweM BpeMeHa peTapzalyje.
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Ciuka 2.11. Op3uB HeynpaB/baHor cucteMa ca PKBA esneMeHTOM U
NPOMEHOM BpeMeHa peTap/aliyje a) reHepajvcaHa KoopAuHaTa q', 6)

reHepaJiicaHa KoopAuHaTa g% U B) reHepaJjiicaHa KoopauHaTa q>.
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I'nraBa 3

Ocuuiianuje HaHOLITANa U HAHOrpeAe ca NPUrylemheM
dpakuuoHor Tuna

3.1 YBopgHa pasmaTpama

[Iporpec ocTBapeH noc/ae/lbrx roHa y JoOMeHy HaHOTEXHO0JIOTHja JOBOU
Jl0 cBe Behe npuMeHe BHUXOBUX INPOU3BOJA y HAaHO-UHKEHEPCTBY, UHAYCTPH]H,
OMOHMHXXEeHePCTBY, aepo-TexHoJiorujamMa HWTA. HaHoCTpykType kao WWITO CcCy
HAaHOLIEBM WJIM HAHOIUIOYe, [00HjeHe NPUMEHOM pPa3/IMYUTUX TEXHOJOIIKUX
npolieca M3 yr/beHuKa, IMHK-0KCUJa, 60p-HUTPUAA, 371aTa U cpebpa [118, 119],
Urpajy cee Behy yJiory y KOHCTPYKLHjHU CABpeEMEHUX MUKPO-eJeKTPOMeXaHUIKUX
cucteMa (MEMC) u HaHo-enekTpoMexaHHukux cuctema (HEMC) 36or cBojux
N060/bLIAHUX TEPMUYKHX, MEXaHUYKHUX U eJIeKTPUYHUX 0COOMHA Yy OJHOCYy Ha
KOHBeHLIMOHa/He MaTepwujase [120]. Takobe, MHoru ucTpaxuBauu ce OaBe
MoJieJIUpakbeM U NIPUMEHOM HAaHOKOMIIO3UTA, KOjU Ce cacToje of ojroBapajyhux
HAaHOCTPYKTypa CMeILITeHWX Yy MaTpUly O TMoJuMepa, 3060r HUXOBUX
1n060J/bIIaHUX MEXaHUYKHUX CBOjCTaBa Y OJIHOCY Ha YUCTE HAHOCTPYKType. AHa/Iu3a
JAUHAMUYKOT TOHAalllaka M CTAabWJIHOCTH OBAKO CJIOXEHUX HaHO-CUCTeMa
IIPMMEHOM HeJIOKaJIHe TeopUje EprvHreHa nokasasa ce BeoMa yCHEILIHOM, IJe je
BaJIMIHOCT J100MjeHUX pe3yJiTaTa 4YeCTO NOTBphHHMBaHA NMPUMEHOM MOJIEKYJIAapPHO
JAUHAaMUYKHX CUMYyJallvja 3a jeJHOCTaBHUje CUCTeMe HaHOCTpyKTypa [121, 122].

3a onucuBame CBOjCTaBa MpuUryllela W JAUcUNaldje eHepruje y
HaHOCTPYKTypaMa MOTY Ce KOPHUCTUTHU OpPOjHU MOJENU BUCKOEJTACTUYHOT TeJsa
kao mrto cy Maxwell-oB, Zener-oB niau Kelvin-Voigt-oB Mozen ca 1esn06pojHuM
HW3BOJIMMA [94-96]. 3Ha4yajHe NpeaHOCTH bpakKIMOHUX MozeJsia
BUCKOEJIACTUYHOCTH, Y OJJHOCY Ha KJaCU4YHe, OrJe/iajy ce y 60/beM ONHCUBaY
CBOjCTaBa NpUTIyllewka 3a MCTH WIM Mawu 0poj mnapamerapa y MoJesny.
[IlpumMeHuheMo Mojiesie HAHOCTPYKTYPA, KOjU Y3UMajy y 063Up HeJloKalHe epeKTe

IIPpHUCYTHE Ha HAaHO CKaJIX Kao CBOjCTBa CIIO/balliItber U CTPYKTYPHOT IPUTYIIEHA,
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npUMeHOM MoJUPUKOBaHE HeJIOKaJiHe U  (QpaKIMOHO BUCKOEJaCTUYHE
KOHCTUTYTHUBHE pesanyje. [leo pesy/iTaTa NpuKa3aHUX Y 0BOj IJIaBU 06jaBJbeH je y

paay [108] u Ha MehyHapoaHOoj koHepeHju [106].

3.2 HenokasiHa ppaKIMOHO BUCKOE/IACTUYHA KOHCTUTYTUBHA
jeAHaAYMHA

®pakyuonu Kelvin-Voigt-oB Mozen je mnpBu NyT MNpeJJIOXKEH Yy paay
Shermergor-a [19]. 3a jefHOAWMEH3WOHA/JHU  CJAy4aj HU30TEPMAJIHOT
BUCKOEJIaCTUYHOr  Tesa, ¢pakuuoHo  MogudukoBaHa  Kelvin-Voigt-oBa
KOHCTUTYTHUBHA peJaliyja je faTa y 00JIUKY

Oxx = Eoxx(t) + Eq R*D%ey (8), (3.1)
r/ie je 0y, HaloH JaT Kao ¢yHKIMja Aedopmaliyje &,,, Ey je peslakcupaHu MOAYO
enactuyHoctH, E, = EyT%, rae je ¢ Bpeme petapaauuje u XED® je dppakuuonun
onepatop Riemann-Liouville-oBor wu3Boga pega 0<a < 1. Ilpema [44],
¢pakuuonu Kelvin-Voigt-oB Mozen cnaga y Audy3noHM TUI MoJesa KOjU
3a/l0BO/baBa [QUCUNALMOHY HejelHAKOCT IMPOUCTEKJIYy U3 Jpyror 3aKoHa
TEepMOJIMHAMHKE 32 U30TPOIHO TEJIO0, 3a CBe MO3UTUBHE BPEJHOCTU NIapaMeTapa y
MoJeny.

Ha OCHOBY HeJIOKaJIHe KOHCTHUTYTUBHE penanuje (1.61)
jeJHOAMMEH3MOHAHOT eJJACTUYHOT TeJla U KOHCTUTYTHUBHE peJialiije KJIaCUYHOT
Kelvin-Voigt-oBor Mojena, MoXxe ce [JOOUTHM HeJIOKaJlHA BHCKOeJaCTH4YHa
KOHCTHUTYTUBHA pesanyja [94] y cienehoj popmu
A%ty
dx?

rae E npejcraB/ba MOAYO eaCTUYHOCTH, U = (eya)? je HeslOKa/JHU mapameTap,

tex — H = Eeyx + 14 Exx, (3-2)
tyx HEJIOKaJHU HaNoOH U 7y je KoeQUIMjeHT MpUTyllewma HWJIM BHUCKO3HU
koedunujeHT. YMecto (3.2), yBemheMo mweHy ¢pakidoHy mMoAauduKalujy, Kojy
heMo 06U TH KOMOUHAIMjOM jeJHAUMHE KOja Be3yje JJOKaJHU U HeJIOKaJIHU HallOH
(1.61), ¥ KOHCTUTYTUBHE peJsalyje 3a JoKaaHU HanoH ¢ppakyuoHor Kelvin-Voigt
Mojena (3.1), y o6/uKy

d?t,,
dx?

tex — H Eo(&xx(t) + TE RED%,, (1)), (3.3)
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Kako je omnepatop ¢pakuuoHOr wu3BOJa HeJIOKaJHU ONepaTop, TMopes
HeJIOKaJIHOCTU Y BPEMEHCKOM JI0MeHY, ONMCaHy QppaKIMOHMM U3BOJOM QyHKIMje
JebopMalyje, OH Ce MOX€ HCKOPUCTUTH M Kao HeJIOKaJHU OnepaTop y
NPOCTOPHOM JIOMEHY TaKO Jia ce Jobuje PppakiiMoHa reHepanusanyja Eringen-

OBOT MO/leJ/1a HeJIOKaJ/IHe eJJaCTUYHOCTH, B. [49].

3.3 JIoHrutyauHaJ/IHe OCUMW/IAllUje HAHOoLITana

Ocyuianyje y akCujaJHOM NPaBLy je JHOAVMMEH3MOHAaTHUX HAaHOCTPYKTYPa,
Kao LITO Cy YI/b€HW4YHe WJIM LUHK-OKCHJ, HAHOLLEBH, MOIY Ce IpeACTaBUTH
MeXaHUYKUM MoJesioM HaHoluTana. Ilpema Ansari-jy [122], Ha ocHOBY
MOJIEKYJIAPHO JHWHAMHUYKUX CUMyJlalldja W HeJIOKaJIHOI MoJeJa YI/beHHU4YHe
HaHOLIEBY, MOKAa3aHO je Jla ce PUKCUPHHU CJIOj aTOMa YIJbeHUKA, y CAy4dajy
yI/beHU4YHe HaHOLEeBHU, MOXe IMpefCTaBUTH TPaHUYHUM YCJIOBHUMA IPOCTO
OCJIOlb€He HaHOorpeZie, OJHOCHO HaHOUITaNa y HalleM cJay4dajy, ciuka 3.1 a).
Takobhe, Buie ¢ukcHpaHuX cjojeBa aToMa Ce MOTY MNpeJCTaBUTH TPAaHUYHUM
yCJI0BMMaA yKJIEIITEHOT HaHOUITAala y MeXaHU4YKOM Mozeay, civka 3.1 6) u B). U3
JIMHeapHe TeOpHje BHUCKOEJACTUYHUX IITalnoBa MO3HATO je Ja ce jeJHauuMHa
C100604HUX OCLMIallMja LITaMa, Ay OcCe ITana, MoXKe U3BEeCTU MPeKo jeJHaYrHa
paBHOTEXe 3a eJleMEHTApHU [le0 lITana U MPUMEHOM KOHCTUTYTUBHE peJaliyje

HaHOH-Ae(l)OpMaL[I/I]'a 3a BUCKO€EJIACTHYHO TeJIO.

HaHomrran > uxt)

PuKcHpaHH
€J10j aTomMa
HHedHDNHUD

N
-

6)

()]

HHeduMHP

..........

Hanowran > u(xt) :
§ : D ¢

zl L =I|

= Haunomrran > u(xt)
010. l,lto M ] —
OZ .I.Ol IO.[‘.‘QI.I‘E.‘.! X

.. - Y Yy Y Y Y YYY Yy Yy Yy Yy Yy
z| L

YribenuuHa HaHOLEB ! E

............

durcHpanu
CJI0jEBH aTOMa
BWOLE HED

dukcupanu
CJI0jeBH aTOMa

Cimuka 3.1. UnycTpanuja GU3MYKOT U MEXaHUYKOT MOJieJia HaHolITana

a) MpOCTO OCJIOEH, 6) 060CTPaHO yKJIEIITEH, B) KOH30J1a
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[TocMaTpajMo XOMOTeHH HaHOILITAl AYKHUHE L, TYCTHHE p U MONpPEeYHOor npeceka A
KOjU OCLiMJIyje Y JIOHTUTYAMHA/JIHOM NpaBuy Ay oce x. Ha ocHoBy d’Alambert-
OBOT MPUHIMIA, 32 eJleMEHTAapHU [le0 HaHOIITana MOXeMO HalucaTH jeJHAYUHY

JMHaMHU4Ke PaBHOTEXe y 00JIUKY

aP 0%u

rJe je P akcujasiHa cuJjia Kao pe3yJiTaHTa HAallOHA O,, Y IONPEYHOM IpeceKy 4, p je
TYCTUHA U P je KOHTUHYa/IHO onTepehemwe Koja MMa JJMMEH3U]jy CUJIe 110 jeIUHULY
Jy’KMHe HaHoUITana a Koje MoTHYe O/ CIOoJ/ballllbuX U3BOpa. AKO y3MeMO Yy 063Up

Ja je pe3ysaTaHTa P flaTa Kao
P(x,t) = f tyx dA, (3.5)
A

¥ 3aMEHMMO je Y KOHCTUTYTUBHY peJsauujy (3.3), sobujamo
aZP a RLna
P—pm—s= EgA(exx () + T2 BED %, (1)). (3.6)
JenHauuHy KpeTama cucTeMma jJo6ujamo u3 (3.4) u (3.6), ojakie 3a &, = du/ox
MMaMo
Y il (i BY L o 3.7)
PrPige ~Haa\P TP G ) =50l g2 7 1o axz))
AKO mpeTHNOCTaBUMO CJy4yaj CJA0060JHUX ocuuaanuja HaHowTtana (p = 0),

JobujaMo jefHAYMHY KpeTawa HaHowTana (3.7) y ciegeheM 06/1uky

0%u d%u 9%u LY
pAF_:upAatZaxz_EOAW_EoATO-'D W =0. (38)

JennaunHa (3.8) nmpejcTaB/ba  jeJHAYUHY CJIAOOOAHUX JIOHTUTYAWMHAJIHUX
ocuuaanyja GpakIMOHO BUCKOEJACTUYHOT HAHOIITAMNa, rjie CMO y3eJd Y 063Up U
HeJIOKa/IHe epeKTe MpPeKOo HeJIOKaJHOT MapaMeTpa K. AKO y TOpHOj jeHAYUHU
CTAaBUMO [Jia je HeJIOKaJIHU napameTtap y = 0, 1o6UjaMO KJIACUYHHU, Tj. JOKAJHHU

Mo/Jies1 ocuMJIanyja mrana. beaquMmensuoHa popma jesjHaurMHe KpeTama (3.8) je
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0%u _ 0%u 0%u L [0%1
0z Mo o VP o) 0 (3.9)

rzeje

_ 1 |Es
C=— |—

A= f=r a=ty—rece =t (3.10)
L, L, L p, L’ g ) ) .

6uhe pelleHa METO/I0M pa3/iBajakba IPOMEH/bUBUX.

3.3.1 Pememe ¢ppaknuoHe audepeHMja/iHe jeJHAYMHE KpeTamba

HaHoOIITAaIa

[IpeTniocTaBUMO Ja ce pellewke jeaHadynHe (3.9) Moxe J0O6UTH

pas/iBajabeM NPOMEH/bUBUX
u(x,t) = X(OT (b). (3.11)

Axo jenHauuHy (3.11) 3ameHumo y (3.9) npob6wujajy ce aBe audepeHlyjaiHe
jelHAYUHe Koje ce MOTy pelllaBaTU He3aBUCHO jeJiHa O/, ipyre.
[IpBa jegHaunHa je o6W4YHa JudepeHlHjasHA jeJHAUYUMHA APYror peja

aMIIuTyaHe pyHKiuje X (X) U JaTa je y 06JHKY
X(x)+ 22X(x) =0 (3.12)

rJe je A KapakTepuCTU4YHU 6poj. [lpyra jejHauyrHa je pakroHa AudepeHLUjaniHa

jemHaurHa ¢ppakiMoHor pejga BpemeHncke pyukuuje T (f) u garta je

T(t) + w, **D T(2) + wiT(t) =0 (3.13)
rneje
AZY /’{2
=—, 2= 3.14
CeTTr iz T 11 (3.14)

Jla 6ucMo HauwLu peniewe ppakipoHe JudepeHiujaate jeaHadyure (3.13), Hajnpe
hemo u3BpuuTH Laplace-oBy TpaHcpopMalujy y3eBlId y 063Up JAa Cy MOYETHU
ycnoBu ¢pakuuoHor pega D* T(0) = 0 3a Riemann-Liouville-oBy gedununujy
M3BoJla jefHaku Hyau [48]. Y Laplace-oBoMm aomeHy peliemwe jegHaduHe (3.13)

UMa 0OJIUK
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p T(0) + T(0)

T = :
p? + wep® + wg

(3.15)

rae je T = L(T) Laplace-oBa Tpancdopmanuja BpeMeHcke yHknuje T. Jla 6ucmo
pelllebe NpHUKa3aJU y BPEMEHCKOM J[IOMeHy, Hajupe heMo ropmwy jeJHauyuHY

npUKasaTH y ciejieheM 06JIUKy

_ T(0 T(0
r-_PrO © (3.16)
P? + wep® + Wy p? + wep® + wg

Jla/be, pa3BojeM y reOMeTPHjCKH peJ, ce Ao6Hja

T = r© (0)
o(otsoer D) (128 )

© _ Wy -
) Tm)Z%( a+2_3> +T(0)Z - Dk( ><p“+z))—‘2’>k

k=0 a B
S S o S

k=0 »
:T(O)i(‘”ki@%wm)i(—nki() seer . @an

=0 =0 e 4

[Ipumemwyjemo uHBep3Hy Laplace-oBy TpaHcdopmauwmjy, B. [123], ma 6Gucmo
Jobunu pellewe QpakinyoHe audepeHnyjaaHe jenHauuHe (3.13) y BpeMeHCKOM

JloMeHY, B. [45, 46]

=

2(k- J)t2k—aj

T(t) = T(O)Z(—l)"Z( )w (;lz +1—aj]

j=0

© k j, 2(k=)) r2k+1-aj
. k\ w’ 2@ t J
+7(0) Z(_l)kz (J) r2k+1) —ajl’ (3.18)
k=0 j=0

peliele BaXXH y CAy4Yajy Kaza je ¢pakiuoHd mnapametrap 0 < a < 1. /[lBa

crenyjasHa ciay4daja jeasHauuHe (3.18) ce gobujajy3aa =0
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B . sin (f\/ wd + a)a)
T(t) = T(0) cos <t ’woz + a)a> + T(0) m ) (3.19)

na =1

[ . w |
wek _ w2\ T()+=%-T(0) _ 2
T() =e 2 |T(0)cos| f |wZ —— |+ 2 sin| t a)z—&
4 w2 4

BN = |

(3.20)
[MapTukysapHo pelierbe U(X,t) mosasHe jeaHauunHe (3.9) mpukazaheMo HakKoH
oapebuBama J0Opo MO3HATOT pellewa 00WYHe AudepeHIUja/iHE jeJHAYUHE
Apyror peja (3.12) y 061uky
X, (%) = C,, sin(1,,%). (3.21)
rae je C, # 0 mpou3Bo/bHA KOHCTAaHTA. Y3UMaweM y 003Up pas/IMYUTHUX
IrPaHUYHUX YCJIOBA, U3 KapaKTEPUCTUYHE jeJHAYNHE CUCTEMA, MOTY Ce OJIpeIUTHU
BPEJHOCTH KapaKTEPUCTHYHOT Opoja, HA MCTH HAYMH KAo U KOJ| eJACTUYHUX
IITANoBA.

a) [IpocTo oc/iolkeH HaHOLITAI

X(0) =0,
X(1) =0, (3.22)
Ap=nm, n=1,2,..,00. (3.23)
6) KoH30/1HM HaHo1ITAN
X(0) =0,
X'(1) = 0, (3.24)
s
A = (2n— 1)5, n=1,2,..,00. (3.25)
B) O60CTpaHO yKJIelTeH HAaHOLITAI
X'(0) =0,
X'(1) =0, (3.26)
A, =nm, n=1,2,..,00. (3.27)
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Pemewe jeqnaunne (3.9) je 4aTo y 06JIMKY

j Z(k—f)fzk—aj

j=o
i k 2j  2(k=j) 2k +1-aj
) I\ 0 w t
TOZ—lkZ(.) a %o . 3.28
O 2,0 £\j) TG+ D - o] (3.28)

3.3.2 Hymepuuka aHa/iM3a

Bbuhe pasmarpaH yTHLaj IpoMeHe pa3/IMYUTUX NapaMeTapa y MoJeJsy Ha
noMepamwe (GpakLHMOHO BHUCKOEJACTUYHOT HAHOIITAaNa, TayHWUje, HAa MOMepame
olabpaHUX TavyaKa HaHOIUTAIA y TOKYy BpeMeHa. Y CBpXy napaMeTapcKe aHasiu3e
ycBojeHe cy ciefehe MaTepuja/iHe U reOMeTPHUjCKe KapaKTepUCTUKe HaHOLITAIa
KOje 0/iroBapajy yr/beHU4HOj HaHoleBH [124]: Moayo enactuyHoctH Ey = 1 [TPa],
ryctuHa p = 2300 [kg/m3] u nmoBpmMHa mompedHor mpeceka A = 7.85 x 10719
[m?]. Ha cinkama 3.2 go 3.5 npuka3saHe cy 6e3lMUMeH3MOHE BpeJJHOCTU IoMepama
y akKCujaJIHOM IpaBlly y TOKY BpeMeHa, TJie Cy YyCBOjeHe 0e3JUMeH3UOHe
BpeIHOCTHU HeJsloKasHOT napameTtpa i = 0.5, BpeMeHa petapaauuje T = 0.0001 u
¢pakuuoHor mnapamerpa « = 0.5, yKOJMKO HHje Jpyrauvje Ha3HAuYeHO Ha
ciukama. Tayke X HaHOIITANa, 4Yvje ce IOMepame MNoOcMarpa, oAabpaHe cy
pas/IMYMTO, 3aBHUCHO O0Jf TpaHUYHUX YycjaoBa. [locmatpaHa cy  [JBa
KapaKTepUCTUYHA CJy4yaja TPAaHUYHUX YCJOBAa M TO O0OOCTPAaHO YKJEUITEeHU
HaHOIITAMN U KoH30J1a. C/Iyyaj MpOCTO OC/IOKEHOT HAaHOLITAaNa HUje pa3MaTpaH jep
Cy aMITUTY/IHE QYHKI[Mje UCTe KAo U 32 000CTPAaHO yKJEUITEeH HAaHOIITAIl, Te ce
Jlo6Wjajy uCcTU pe3yaTaTH 3a TMoMepama. Takobe, y ciay4dajy KoH30Jie
NpPETNOCTAaBUJIM CMO Ja Ha HaHouITam JiejctByje cuyia F = 10 [nN] y akcujasiHoM
IIpaBLy KoOja IpecTaje Aa AejCTByje Yy MOYEeTHOM TPEHYTKY, Te 3a II0YeTHEe YCJI0Be
noMepata UMaMo Heky ¢yHkuujy u(x,0) = FX/EyA u 6p3uny u(x,0) =0. Y
c/1y4ajy 060CTpaHO YKJELITEHOr HaHOIlITama, y3uMaMo Ja cuia F faejcTByje Ha
CpPeAVHU HAHOIITANla U MpecTaje Aa /ejCTByje Y MOYEeTHOM TPEHYTKYy BpPEMeHa,
To Jaje ciaefehe moyeTHe ycsoBe: modyeTHa 6p3uHa U(x,0) = 0 U moMmepame

u(x,0) =Fx/2E,A3a0<x<05uu(x,0) =F(1—-x)/2E;A3a0.5<x<1. CBe
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NpUKa3aHe CHUMYyJlalldje MOHalllakba MoJiesa cy u3BejeHe 3a k = 200 utepanuja y

CyMU U3 jeiHauYMHe (3.29) u ociuanyje cucteMa y npBoM Mmoay n = 1.

a) x=1.0 6)
0010 o= 0.0 b 0010
0.005 - a= 02 ]
~ ,_\0.()05 ]
M oo b
S )
1N 1=} 0000
—0005[
o010} ] ~04005 -
) 2 . 6 8 10 [ 2 . W p g 10
t t

Cauka 3.2. [loMepame KOH30JIHOT HaHOLITaNa y BpeMeHy 3a a) IpoMeHe
BpeJHOCTH PPaKLMOHOT TapaMeTpa, 6) NpoMeHy 6€3JMMEeH3UOHOT HeJIOKAJTHOT

napameTpa.

Ha ciupu 3.2 cy npukasaHa 6e3MMeH3MOHa [OMepalka BpXa KOH30JHOT
HaHowTana (X =1) TOKOM BpeMeHa 3a pa3/IMiUTe BpPeSHOCTU (pPaKLHUOHOT
napaMmeTpa, ciuka 3.2 a), u 6e3/JUMEeH3U0HOT HEJIOKAaJIHOT apaMeTpa, cjauka 3.2
0). U3 npukasaHor aujarpaMa 3a NpoMeHe BpeJHOCTU PpPaKILHOHOT napamMmeTpa o
MOXe Ce jaCHO YOUMTH NpOMeHa y MOoHallawky MoJeJsa, 3aBUCHO OJ TOora Ja Jiu je
BpeIHOCT MapaMeTpa OJMCKa jeJUHULU WJIU HyJu. 3a ciaydaj a =0 umamo
XapMOHHMjCKe OCLMJIAllMje CUCTeMa, jep HeMaMO yTUlaj NpUryliema Koje YHOCU
yjaH ca ¢pakyuoHUM u3BoJoM. [loBehawe pesa dppakuumoHor u3Boja nosehasa
IpUryliewme y CAUCTEMY, Te Ce aMIUIUTyJa OCLUJAalMja IOCTEeNeHO CMamwyje [0
aMIUIMTyJie KOja OAroBapa KJIAaCU4YHOM CJydajy NPUTYLIEHUX ocuuianyja, a = 1.
Cnyyaj a =1 exBUBaJIeHTaH je cJjay4yajy kjgacudyHor Kelvin-Voigt-oBor
BUCKOEJIAaCTUYHOI MoJeJsia ca IejqobpojHuM usBojguma. [loBehawe BpepHOCTH
HeJIOKaJIHOT TapaMeTpa, cauka 3.2 6), yTude Ha TNoBehawe aMIIUTy/e
ocuuJoBamwa cucteMa. CBOjCTBO CUCTeMa, Tie PJIEKCUOUIHOCT CTPYKType pacTe ca
IIOPAacTOM HeJIOKAJIHOT IapaMeTpa Yy MOJeJly, je mpe cBera NpUIMCaHO CMambemhy
YKYIIHE KPYTOCTU CUCTeMa Koje JJOBOJM /0 CMakewa ppekBeHLUje U noBehamwa
aMIUINTy/Zle OCLIMJIOBakha, LITO je 3aK/bydyaK M3BeJEeH U 0Jf CTpaHe ApYTrux ayTopa

[102].
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a) =10 .

0.010 B

0005 |- 1=0.00015 _

= 1=0.0003
5 ]
1=0.00005

-0010 . L L L L L L L L
0

Cauka 3.3. [loMmepame KOH30J/IHOT HaHOUITala y BpeMeHy 3a a) IpoMeHe

BpeJJHOCTU BpeMeHa peTapAaluje, 6) pasiMuuTe Tayke HaHOIITAMa.

Ha ciunum 3.3 a) nprkasaH je yTuliaj IpoMeHe BpeMeHa peTap/alyje Ha IoMepambe
BpXa HaHoIITana TOKOM BpeMeHa. [lopacT BpeAHOCTHM BpeMeHa peTapzanuje
yTHUYe Ha NOPaCT NPUTylIekha Y CUCTEMY, LITO JOBOAY [0 CMalbemha aMIINTye U
NOTNYHOT Hpuryumemwa y cucrtemy. Ha caunu 3.3 6) npukasaHa cy moMepama y
pPa3/IMYUTUM TauKaMa HaHOLITala TOKOM BpeMeHa, IPOMEeHOM II0CMaTpaHe TadKe
HaHolITala Koja ocuuayje. MoxXeMo NPUMETUTH pa3JMYUTaA NIOMepamha TadKe y
t =0, WTO je yCJOB/bEHO pacTojalbeM OJf MeCTa [JejCTBa CUJie Yy NO4YEeTHOM

TPEHYTKY.

0.004

Ciauka 3.4. [loMepame yK/elITeHOT HAHOLITAaNa y BpeMeHy 3a a) IpoMeHe

BpeHOCTU PPaKIUOHOT apaMeTpa, 6) NpoMeHy 6e3,MMeH3UOHOT HeJIOKaJIHOT

napameTpa.

Ha caukama 3.4 u 3.5 mpukasaHa je mapamMeTapcka aHajiM3a 3a 000CTpPaHO
yKjeumTeHd HaHowTan. Ha cavuu 3.4 a) je nocMaTpaHO OMepame Cpefitbe TauKe

HaAHOLUTAla, Y KO0jOj 0 MOYETHOI TPEHYTKa aKCUjaJIHO [JejCTByje HUcTa cuja F.
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Moke ce youuTH CIMYHO MOHAllake CUCTeMa Kao U KoJ, KOH30JIHe rpefie, a TO je
Jla IpUrylieme pacTe ca NopacToM ¢ppakyuoHOr napamerpa. Takohe, amminTtyza
OCIIMJIOBaa je Mama Hero KoJ KOH30JI€, jep je U AejCTBO cuJjie caabuje 3a Aarte
noyeTHe U rpaHuyHe ycioBe. [loBehawe Hesoka/lHOr MapaMeTpa yTHU4ye Ha
noBehamwe aMnuTye ocuuaoBamwa. Mehytum, 3a £ = 0 Moxe ce yOUUTH Jja nocje
M3BECHOT BpeMeHa pellewme JuBeprupa 3a ojpeheHe BpeJHOCTH mapaMeTapa
CHUCTEMa, IITO NpeJCTaB/ba HEJOCTATAK KOjH je yOYeH U y APYTUM paZloBUMa KOjU
CY KOPUCTUJIH pelliehe Y 00JIMKY FreOMeTPUjCKOT pefia [46]. Joll jesaH HelocTaTak

O0BaKoO /106UjeHOT pelllemha je Cliopa KOHBEPreHLUja, TAe je NoTpebHo y cymu (3.28)

0JlabpaTH BeJIMKU 6poj ysaHoBa k.

Ciuka 3.5. [lomepame yk/ienITeHOT HaHOLITana y BpeMeHy 3a a) IPOMeHY

BpeMeHa peTap/alnuje, 6) pa3JiMydTe TauKe HaHOLITAMNa.

Ha cnuuwm 3.5 a) MoxkeMo NpUMETUTH Jla IOpacT BpeMeHa peTapjalyje yTuie Ha
OpacT MNpUryllema y CUCTEMYy W CMambeme aMIUINTyJZe OCLUJOBama. 3a
pas/IMuuTe NOJIOXKAje HaHOoLITala MMaMO pas3/iMyhTa MoMepama HaHoLITamna y
TOKY BpeMeHa, crKa 3.5 6). OHo 1ITO ce MOXKe YOUMTH Ha OBOM NpPHMepY je Aa 3a
[10JI0Kaje HaHOoLUTAaNa KOjU Cy Ha MCTOM OJCTOjamy OJ, LeHTpa/IHe TayKe ald y

CYyIIpOTHUM CME€POBHUMA, UMAaMO UCTA [TIOMe€pPadkba TOKOM BpEMeEHaA.
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3.4 TpaHcBep3a/iHe oCcLU/IalMje HAHOTpege ca HAHOYeCTUL,OM

Ja oucMo dbopmynucanu JIMHEeapHU MeXaHUYKHU Mo/Je
jeqHOAMMEH3MOHA/NHE HAaHOCTPYKType, Kao LITO je HAHOTpeJa, ca MpPUryLIemheM
dbpakLHOHOr pejja MW aHajJM3UpaJy HeroBe TpaHCBep3aJHe OCLUJIALHje,
HEONXOJHO je Aa yBeJleMO HEeKOJIMKO OCHOBHUX mpetnocTtaBkd. [locmaTtpahemo
caydaj HesokanHe Euler-Bernoulli-jeve rpege ca ¢pakuuonum Kelvin-Voigt
MoJZieJIoM BHUCKoesacTUyHor Tesa. Euler-Bernoulli-jeBa Teopuja rpena je
3aCHOBaHa Ha cJjeehrMM IMpeTHocTaBKaMa: a) HeMa KpUBJ/beHa IMONpPEeYHUX
npeceka, 6) MoNpeyHH Mpecely OCTAjy YIPaBHU Ha Y3[y»KHY OCy Tpejie ¥ TOKY U
HakoH AedopmMaliyje, B) HeMa AedopMalyje y npaBiy AebsbruHe rpeje [130, 131].
3aHeMapuBalbeM yTULdja MHepLUje poTaluje NONpPedYHUX Npeceka U yTHULAja
JebopMalyje cMULLAKka, MOKEMO 3anMcaTH caefiehe nosbe noMepama

ow(x,t)
=T

rie CMO ca Uy U V), O3HAUYWJIM NOMepamwa y X W y NMpaBly ynpaBHO Ha Npasar|

7,=0, w,=w(xt), (3.29)

JlebJbUHE TpeJie U W, je IOMepambe y Z NpaBly Tj. IpaBLy Aeb/bHUHe rpefe, CIUKa
3.6. YcBajamweM NpeTnocTaBKe Aa cy AepopMaliyje rpefie Koja oClidyje y IJIaBHOj

pPaBHU caBUjamba MaJje, Aobujamo ciejehe kommnoHeHTe TeH30pa JAedopmalidje

HaHOrpezae
il 0w 07, ow,
B =y T TIge T, =0 =5 =0 (3.30)
o, 07 ou, ow ow, 0v
x 7Y = Z_ =—~24+-Y-0, (331)

=—+ 0, =—+ =0, =
Yoy =55 " ox Yer =75, " Tox Yay =55 " a2
TAE CY Viy, Yxz U Vzy CMHYyhe gedopMmanivje M &y, Eyy, €;; CYy HOpMaJsHE

nedopmaryije.
3.4.1 JeaHayuHe KpeTawa HAaHOr'peJe Ca HAHOYEeCTUL,OM

Heka je paTa HaHOrpeZa ca HaHOYeCTHULOM, CJuKa 3.6, rhe je L ayxuHa
HaHorpe/e, A MOBPIIKHA MOMPEYHOT Mpeceka, p rycTuHa U w(x, t) TpaHCBep3aJIHO
roMepawe HaHorpeze y mnpaBuy z oce. [IpermocraB/bamMO Jia je MOBpPILIMHA

IMonpevdyHor npeceKka KOHCTaHTHa AYy»K X 0Ce U Ad je HaHOorpeJa XOMOreHa. HpeMa
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Ansari-jy [122], ¢u3MYKM Mojes yr/beHHWYHE HaHOLEBU ca IO jeJHUM
dbUKCUpaHUM CJIojeM aToMa Ha KpajeBUMa MOXe Ce MpeACTaBUTU NPOCTUM
OCJIOHIIMMa y MeEXaHWYKOM MO/ieJly, I0K Ce BUllle c0jeBa GUKCUPAHUX aTOMa MOTY
NpeACTaBUTH YKJEIITeHUM OcCJOHIMMa. Ha OCHOBYy OBHUX MpeTNOCTaBKH,
pasmaTpaheMo JMHAaMMYKO [OHAallake CUCTEMA 3a TPU pas3/dydTa TUNA
IrpaHUYHUX YCJIOBA U TO NPOCTO OCJIOHEHA HaHOrpesa, cJvMKa 3.6 a), 060cTpaHO
yKJellTeHa HaHorpeJa 3.6 6), U KOH30JIHA HaHorpeja, ciuka 3.6 B). Takobe,
npernoctaBuheMo Ja ce HaHOYeCTHMLIAa Ha HaHOTpeJd TIOHAaWa Kao
KOHLeHTpHUCaHa Maca M [jla HeMa MHTepakKlyje u3Mehy HaHOYecTUIe U HAHOTpeJe

y Buay van der Waals-oBux cuJia.

a) * HAHOYeCcTHIa
E :

5 g8 Xim
> o S i, T T
= ﬁfﬁfﬁ%‘itntmunua' e . — | —
= =
g5 L LY 875 A x
= % [ e’ A " YR % E = HaHOI‘peﬂ'a L
bt VYr/beHUYHa HAaHOLIEB = . i- s
. 6) ¥ HaHodYecTHLA e
= = * S e Xm
| T | & by
s x 3
- o 3
Ei AL OO L LRI LG 5 g 2 Hanorpega | X
¢ g VrbeHHYHa HAHOIIEB 2= "
m - HaHOYeCTHIA
= = * Xm
=) = - w(xt,
: g e € o
S5 X
£5 ( ;| HaHorpema |
o g YIybeHUYHA HAHOLEB v |

Cauka 3.6. PU3MUKM U MEXaHUYKHU MOJieJl HAaHOTpe/Jle Ca HAHOYECTULLOM
Kao KOHI[EHTPHUCAaHOM MacoM a) MPOCTO 0CJI0keHa HaHOTpe/1a, 6) 060CcTpaHO
yKJIellITeHa HaHOTpe/ia, B) KOH30J1a
3a Euler-Bernoulli-jeBy Teopujy rpejie, Ha OCHOBY JaTHUX KOMIIOHEHTH TeH30pa
febopmanuje (3.30) u (3.31), y gameM u3jarawky kKopuctuhemo ciaeznehy
KOMIIOHEHTY HopMaJiHe Aiepopmanuje
62
Exx = _ZW (3.32)

Hakon mto jegHauuHy (3.32) 3aMeHUMMO Yy KOHCTUTYTUBHY penauujy (3.3)

Jobujamo

d?t 0w 92w
txx —u dx);x = —E F - E RLDa < W) (333)
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rae je E, = E,T{ mapaMeTtap Hpuryliermba KOju 3aBUCH O/ PeJIaKCUPaHOT MOJyJia
eJJaCTUMHOCTH U BpeMeHa peTap/aLuje 1.

JeniHayMHa AMHAMMYKe pPAaBHOTEXe 3a eJleMeHTAapHU Jle0 HaHorpeze ce
MoOe 106UTH, npuMeHoM d’Alambert-oBor npuHLMIA, Y 06JIUKY

o*w Vv

pA Freiir + q(x), (3.34)

rae je V TpaHcBep3asiHa cuia, q(x) je croJballitbe KOHTUHYaJIHO onTepeherse Koje

3aHeMapyjeMo 3a pa3MaTpaHU cjay4aj cJ060JHUX ocuuaanuja. U3 jegHayrHa
paBHOTeXe MOMeHaTa UMaMo /Ja je

y =M

ox’

rjie je M MOMeHT caBMUjama 3a KOjU Baku ciejeha jeqHauWHa 3a pe3yJaTyjyhu

(3.35)

MOMEHT M = fAztxdi. Ako y3MeMo y 063up jenHauuHy (3.33) M akcujasHU
MOMEHT WHepLuje NOBpUIMHe nonpeyHor npeceka I = [, z° dA 3a ocy y, foGujamo

cnefehy jenHaurHYy 32 MOMEHT CaBUjakba HaHOTpe/Jle

M = Aazw IE 0w IE, RLp@ 0w (3.36)
T HPT g T P gy T e 922 )’ '
Y TpaHCBep3aJHy cuiay V Kao
V = upA 0w IE ow IE, RLD% o w (3.37)
~ P Gxarz T 0y~ e 923 )’ '

Kao mTo ce Moxe NPUMETUTH W3 JaTHX jeJHayWHa, MOMEHT CaBHjarba H
TpaHCBep3a/iHa CHJIA Ce Y HeJIOKAJIHOM CJIy4ajy pasJidKyjy of jeilHayiHa MOMEHTa
W CuJie 3a JIOKaJHy TeOopHjy rpeje, mto he MMaTd yTunaja Ko JedUHHCAHbA
rpaHUYHUX yCJOBa. JeJHadydHa CJAOGOJHUX OCHMJAllMja HaHOrpejae ca
bpaKIMOHUM NpUrylieheM y GYHKIUjU oMepaba w(x,t) ce mobuja y caeznehoj

dbopmu
d%w d*w ‘w AL w
pAF—‘UpAW-FlEoT-FIE D¢ T = 0. (338)

Jennauuny (3.39) npumMeHuhemo y MogudUKOBAHOM OOJIMKY Jla OUCMO y3eJu y
063Up rpaHUYHE U YCJI0Be KOMIATUOUIHOCTH ycjeJ, yTHLdja HAHOYECTHULEe Kao

KOHIEHTpHCaHe Mace.
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3.4.2 OppebhuBame cCONCTBEeHUX BPEAHOCTU M aMIUIUTYAHUX QYHKIMja

HaHoOrpezae ca MacomMm

[Ipo6sieM TpaHCBep3aJHUX OCLMJalMja HAaHOTpeJe ca KOHLLEHTPHUCAaHOM
MacoM 3axTeBa Ja ce y3My Yy O003Up TpaHUYHU VYCJIOBA U YCJIOBHU
KOMIIAaTUOUIHOCTH. YBOhewmeM ycloBa KOMIATUOWIHOCTH Ha MO3UIMjU HA KOjoj
ce Hasla3W Maca, rJie 3a CBakU Jieo HaHorpeae oapehyjeMo 3ace6HO oArosapajyhe
aMIIUTYy/He QYHKIUje, HA MeCTy Cllajama JjBa JleJla UMaMO KOHTUHYaJ/IHU NpeJias
Y obujamMo 06JIMK OCLUJIOBaKa liejie HaHorpeje. [[puMeHOM 0BaKBOT MpPUCTyNa
CBaKa HOBa KOHLIEHTpUCAaHA Maca Ha HaHOTpeJAu JAoBesa 6U [0 yBohewma HOBUX
yCJI0Ba KOMNATUOUJIHOCTH Ha MO3UIMjU A0AaTe Mace, Kao U joll je/He je[HAaYuHe
KpeTawa Koja ce OJJHOCHM Ha MOCMaTpaHU CerMeHT HaHorpeje. buhe uznoxeH
HajjeJHOCTAaBHUjU CJIy4aj ca jeJHOM MacOM M TPU THUIA TPAaHUYHUX YCJI0BA.
[IpaTehu momeHyTy npoueaypy, y C1y4ajy jefjHe KOHIeHTpUcaHe Mace uMaheMo
JIBe jelHAaYMHe KpeTawa ucTe popMe Kao jenHayuHa (3.38) anu ca pa3iMyUTUM
¢yHKIMjaMa moMepamba W;(x,t) U w,(x,t), Koje y 6Ge3IMMeH3UOHO] GopMHU
w; (%, 1), w, (X, T), uMajy cieaehu 06/IMK

o*w, _ d'wy 0w, RLN 0w,
ot? _#6922672-'_ 0xt +7D ot y =0, (3.39)

0%w, _ 0*w, N 04w, L RLpe o'w,\ 0 (3.40)
otz Moxzace T ox4 axr )V =% '
YcinoBu KOMHaTI/I6I/IJIHOCTI/I Cy
Wy = Wy, (3.41)
ow, Ow,
o _ v 3.42
9x  0x (342)
Ml = Mz, (343)
v, -V +662W1—0 (3.44)
1 2 aTz - ) .
rze cy 6e3/MMeH3U0He BeJIMYMHE JlaTe
V_V=&V_V=&f=ff =x_mC=L2 ﬂ_zﬁ
L= E AT T EIHTT
_E, _t 5= mAL (3.45)
v Eoc“'T ¢’ Eyl-c '
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[paHuMYHM YyCI0BHM Cy YCBOjeHM 3aBHUCHO OJf THNA OCJOHAllA HaHOIpeJe.
[TocMaTpasiy cMO TpH pas/iMuMUTA U Hajuellhe 3acTyn/beHa TUIA OCJI0HALA: IPOCTY
HaHOTpeJy, 060CTpaHO yKJeUITeHy HaHOrpeAy U KoH3o0Jy. [la 6ucMO peminiv
jelHAaYMHe KpeTama, NPeTIOoCTaB/baMo Jia Cce pellewe jegHauuHa (3.39) u (3.40)
MOXe OJpeAuTH MeTOJOM pa3/iBajatba IPOMEH/bUBUX Ha BpEMEHCKy U
aMIIUTYHY QYHKLHU]Y Y 0OJIUKY

w1 (%, 7) = W1 ()T1(2), (3.46)

W (X, 7) = W, ()T (1), (3.47)
rae hemMo cMmatpaTu JAa cy BpeMeHCKe QyHKLMje 3a 06a cerMeHTa HaHOTpeje
jeanaka, Ty =T, = T. 3ameHoM jeaHauyuHa (3.47) u (3.48) y jennauune (3.40) u

(3.41) npobujamo ciaenehe gudepeHUjaiHe jeJHAUMHE

T+ yk* - RLDAT 4+ k*T = 0, (3.48)
w ™ + getwP - k*w, = 0, (3.49)
VVZ(IV) n /Ik4Vl/'2(II) — k*w, = 0, (3.50)

rjge je k nmpousBo/bHAa KOHCTaHTa M Wl.(”) = d*W;/dx?, Wi(m =d*w;/dx*, i =
1,2. 3a pemaBamwe AudepeHIUjaHUX jefHaYuHA (3.49) u (3.50), pelemwe ce
Tpaxku y 06Ky W; = Ae?*, i = 1,2, uunjom 3aMeHoM y jegHauuHe (3.49) u (3.50)
JI00MjaMo KapaKTEPUCTUYHY jeJHAYHUHY

M+ ak*22 —k* = 0. (3.51)
Jennaunna (3.51) uma 4yetupu pememwa Ay, = +A, u A3, = +ils rae cy A, u A¢

AaTH Kao

[4 ¥ 12k% — k2
le=k\/ Mz H ’

(3.52)
V4 + 12k* + jik?
A = kj > . (3.53)
Pemewa jegnaunHa (3.49) u (3.50) MorkeMo HaNMcaTH Kao
W, = C; sinh(4.%) + C, sin(lff) + C3 cosh(4.%) + Cycos(AsX), (3.54)
W, = C5sinh(1,%) + Cg sin(lff) + C; cosh(1,%) + Cg cos(/lff), (3.55)

rae cy C;,i=1,2,..,8 Hemo3HaTe KOHCTaHTe. Y TOpHUM jeAHAYMHaMa Kk

npejcraB/ba 6e3UMEH3UOHM TajlacHU 6poj 3a kjaacuuHy Euler-Bernoulli-jeBy
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rpejly ¥ [I0Be3aH je ca Ay u A, npeko jeaHauyuHa (3.52) u (3.53). Kaga sanemapumo
yTULAj HeJIOKaJHOT mapaMmetrpa g =0, wumamo ga je As = A, = k. ComncTBeHe
BPeJHOCTH HaAHOrpeJie ca J0JaTOM KOHILEHTPUCAHOM MacOM Ha IMPOH3BOJbHO]

N03ULIUjH 3a TPU pa3JIMuUTa FPaHUYHa ycao0Ba he 6UTH oipeheHe y HACTaBKYy.
3.4.3 IlpocTta HaHOrpeja ca HAHOYECTHUIOM

3a npocTy HaHOTrpeAy, civKa 3.6 a), rpaHUYHU ycaoBU3aX = 0ux = 1cy

W, =W, =0, (3.56)
w' + aktw, = w + gktw, = 0. (3.57)
Yc/10BM KOMIATHGUIHOCTH Ha MO3UIHjH J1oJlaTe Mace X = X,, Cy
W, =Ww,, (3.58)
W) =wy, (3.59)
W' + aktw, = w4 gk, (3.60)
w4 gretwy — (W' + gktwg) + oktw; = 0, (3.61)

rae je W/ =dWw;/dx u WL.UH) =d3W;/dx® 3a i =1,2. Ako y3mMeM0 y 063up
pemewa (3.54) u (3.55), ka0 U rpaHW4YHe U yCJOBEe KOMNATHUOUJIHOCTH (3.56)-
(3.61), nobujamo ocaM jeaHayMHa y QYHKIMjA OCaM HENMO3HATHUX KOHCTAaHATa

C;,i = 1,2, ..., 8, Koje 3anMcaHe y MaTpUiHOj POPMU UMajy 00JIUK

[A]{C} =0, (3.62)
WU
0 0 1 1 0 0 0 0 7r€;i7
0 0 ass Ara 0 0 0 0 C,
0 0 0 0 ass Qzg as; asg ||Cs
0 0 0 0 Ay Qg6 Q7 Qg [|Ca| _ 0
asq asy as3 Qsy —asq —as; —Qs3  —Asy ||Cs| T T
AeGss AfQsy AeQsy —Afasy; —AeGss —AfAss  —Aeasy  Afas; || Cy
az1 az; a3 A74 —ar —Qay; —ars —Q74 || C,
| Ag1 agy ags aga —Ae73  —AfQ7,  —AeQ71  AfasplLCq]
(3.63)
rjeje

ay3 = A2 + k*, a,, = gk* — A%,a35 = sinh(4,),asg = sin(/lf),a37 = cosh(4,),

Qzg = COS(Af); Q45 = Qp3035, 046 = A4036, Qg7 = Ap3037,A4g = Ap403g,
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as, = sinh(1,%,,),as, = sin(lffm),a53 = cosh(A.X,,),as4 = cos(/lffm),
Q71 = 23051, A7z = U24052,A73 = (23053, A74 = U405y,
agr = (A3 + Atk ass + Sk*asy, ag; = (Apik* — A3)ass + 5k*as,,
ags = (A3 + Aefikas; + 6k*asz, agy = —(Apik* — 23 )as, + Sk*as,.
KapakTepucTU4yHy TpaHCUeHAeHTHY jeaHauuHy N(§,k) MoxeMO oOApeauTu
HaslaXKeeM JleTepMUHAaHTe MaTpuLe A Kao
N(8, k) = det[A] = 0. (3.64)
U3 jennauynHe (3.64) MoxxeMO oZipeIUTHU CONCTBeHe BpeJHOCTU k,, n =1,2, ...,
3a HeJIOKaJIHy BUCKOeJIaCTUYHY HaHOTpeJy ca HaHO4YeCTULOM ozpeheHe Mace. Ako
MCKOPUCTUMO [I03HATO IMpaBWJIO U3 aurebpe Ja Cy OJHOCM KOHCTaHTH
C;,i=1,2,..,8 u oaroBapajyhux kodaktopa Kg; MaTpule A, jefJHAKU HEKO]
KOHCTaHTHU C,

G _ G G G G G G G

=23t _5_*_7_-"2_c, (3.65)
k%l R%Z Ké3 Ké4 KéS KéG 3%7 R%S "

MO>XEMO HallUCaTH aMIINTyAHe GyHKIMje Ha cnefehu HauuH

_ : ., Kez | ~ , Kss \, Ksa _
Win = C, | sinh(4,.%x) + —sm(/lfx) + ——cosh(4.%) + ——cos(4sx) |, (3.66)
Kg1 Kg1 Kg1

K K, K, K,

Wy, = C, (—85 sinh(1,%) + —=sin(A;%) + —= cosh(,%) + ﬁcos(lp?)), (3.67)
Kg1 Kg1 Kg1 Kg1

rae cy A, ¥ Ar u3padyHaTH Ha OCHOBY jejHAUMHe 3a OAroBapajyhy n-Ty concTBeHy

BpPeAHOCT K.
3.4.4 KoH30/IHa HAaHOrpe/Ja cCa HAHOYECTULLOM

Y cay4dajy koH30JIHEe HAaHOTpeJe, CIrKa 3.6 B), paHUYHU yceaoBU3a X = 0u x = 1
cy
W, =W/ =0, (3.68)
WP + gk*w, = w0 + gktwy = o. (3.69)
Yc/0BM KOMIATUOUJIHOCTH Cy UCTOr 06JIMKa Kao y jegHauuHama (3.58)-(3.61).
Ako uckopuctumo (3.54) u (3.55), ycioBe KOMNAaTUOUIHOCTH U FPAaHUYHE YCI0BE
(3.68) u (3.69), mobujamo cienehy jefHaYMHY y MAaTPUUYHOM OOJUKY
[BI{C} =0, (3.70)

OAHOCHO
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0 0 1 1 0 0 0 0 Ci

Ae Af 0 0 0 0 0 0 C,

0 0 0 0 bss b3 b3 bsg Cs

0 0 0 0 Aebsy /’Lfb38 Aebss —Afb% Cal 0

bsy bs, bs3 bss —bs, —bs; —bs3 —bss [|Cs '
Aebss  Agbsy  Aebsy  —Agbsy  —Aebsz  —Agbsy  —Aebsy  Agbsy ||Ce

b7, b7, b73 b74 —b7, —by; —by3 —by, C7
| bgq bg; bgs bgs —Aeb73 _Afb74 —Aeb7q Afb72 LCs

(3.71)

rneje

bss = (A% + ak*) sinh(A,) , by = (j2k* — Aﬁ) sin(Ay), bs; = (A3 + gk*)cosh(2,),
bsg = (ak* — A7) cos(Ar), bsy = sinh(A %) , bsy = sin(A%y,), bss = cosh(Ae %),
bsy = cos(As %), byy = (A2 + ik*)bs1, by = (jik* — A7) bsy, bys = (A2 + jik*)bs3,

brg = (@k* — 23)bsy, bgy = (A3 + Aofik*)bss + Sk*bsy,
bgy = (Apiik* — 23)bsy + 8k*bsy, bgz = (A3 + A fik*)bsy + 5k*bs3,
bgy = —(Apik* — A?)b;,l + 8k*bgy.

KapakTepucTruyHa TpaHCleHAeHTHa jegHadyrHa M (5, k) je mo6ujeHa HaJlaXKemheM

JeTepMUHaHTe MaTpuLe B
M(6,k) = det[B] = 0. (3.72)
AvnnutysHe ¢yHkuuje cy oapebene u3 jegHauuHa (3.54) u (3.55) mnpeko

COINCTBEHUX BpeAHOCTU k,, onpehenux us jegHauune (3.72).
3.4.5 O06ocTpaHoO yKJelITeHa HAHOrpea ca HAHOYEeCTULIOM

Y cny4dajy 0060CTpaHO yKJeLITEHe HaHorpeje, ciuka 3.6 6), TpaHUYHU
ycaoBu3ax =0ux = 1cy

w,=w/ =0, (3.73)

W, =Ww, =0. (3.74)

YcnoBu komnatubusHoctu cy aatud y (3.58)-(3.61). Pemewe gato y (3.54) u

(3.55) y3 rpanuuHe ycuoBe (3.73) u (3.74) u ycioBe koMnatubuaHoctu (3.58)-
(3.61) paje MaTpU4HY jeHAYHUHY

[D]{C} =0, (3.75)

NN
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0 0 1 1 0 0 0 0 7 -Cy
Ae /1f 0 0 0 0 0 0 C,
0 0 0 0 d3s dze d3y dzg Cs

0 0 0 0 A.d Arad A.d —Ard C

el37 fadzg el3s FA36 1| Cy — 0,(3.76)

dsq ds; ds3 dsy —ds; —ds; —ds3 —dss || Cs
Aedss  Apdsy Aedsy —Apdsy; —Aedss —Apdsy —Aedsy  Apdsy |[Ce
d;q d; d73 d7a —d7y —d; —dy3 —d74 Cr
| dg dg, dg3 dgs —Aed73 _Afd74 —Aed7q Afd72 . LCg

rzeje
dss = sinh(4,),ds¢ = sin(lf),d37 = cosh(4,),dsg = cos(/lf),
ds, = sinh(.%,,,),ds, = sin(/’lffm),d53 = cosh(A.X,,,) ,dss = cos(/lffm),
d71 = (A2 + ik*)dsy, dyp = (Tk* — A7) dsy, dyz = (A2 + 1k*)ds3,
dry = (ak* - A]%)d54, dgy = (A3 + Aeftk*)ds3 + Sk*ds;,
dg, = (Afﬁk“ - A]%)d54 + 8k*dsy, dgs = (A3 + A ik *)dsq + Sk*dss,
dgs = —(/lfﬁk“ - A?)dm + 8k*ds,.

KapakTepucTH4yHy TpaHCLieHJeHTHY jegHauyuHy R(&,k) mob6ujamo HaJlaKemheM
JeTepMUHaHTe MaTpule B

R(8,k) = det[D] =0, (3.77)
JI0K ce aMIIuTyAHe GyHKIUje oapehyjy u3 jenHauuHa (3.54) u (3.55) yaumamem y

003Up CONCTBEHUX BPEAHOCTHU k,, 06ujeHux us (3.77).
3.4.6 IloHamame BUCKOeJIACTUYHE HAHOTpeAe Y BpEMEHCKOM JOMEHY

[lokasyje ce fja n-Toj cOnCTBEHO] BpeAHOCTU k,, n = 1,2, ..., 00 ogrosapa n-
Ta aMIUVIMTyJHa BpeMeHcKa ¢yHKuuja Wi, j=1,2, n=1,2,..,0, Kao u n-Ta
BpeMeHcKa ¢yHKuuja T,, Te ce peulewe jeaHayuHa (3.46) u (3.47) moxe

NpeACTaBUTH Y OOJIUKY

(o]

W = Z Wl j=1,2 (3.78)

n=1
[TocMaTpaheMo ciyyaj ocuuioBamka y NMPBOM MOAY U M30CTAaBUTH HUHAEKC N Y
BpeMeHCKO] ¢yHkuuju. [AudepeHuyjanHy jeaHauuHy ¢pakiyuoHor pezaa (3.48)
hemo HanucaTH y 06JUKY

T + B RLDT 4+ w?T =0, (3.79)
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rae cy B =vyk* o?=k* Jegmauuna (3.79) je mo6po nosHaTa ¢pakLMOHA
AudepeHlMjasiHa je/JHAYMHA OCLIMJIOBama, Koja je o6jMKa jefHauuHe (3.13),
OZJHOCHO jelHa4YMHe QPaKLMOHOT OCLUJIATOpa Ca jeJHUM CTelleHOM cyo06oe [44].
Pemewe jenHaumHe (3.13) je mpuMeHOM JUpPEKTHe W HUHBep3He Laplace-oBe

TpaHcpopmalyje AaTo y 06uKy (3.18), Te je peuiewe jegHauune (3.79) gato
k

_ N k\ Bl w? k=D g2k=aj
T(7) =T(0) ,Z:O(_l)k; (1) T2k + 1 — aj]

+7(0) » (—DF
k=0

J p2Uk=)) p2k+1-aj
(f) £ (3.80)

: M2k +1) —aj]’
Jj=0

3.4.7 HymMmepu4KM NpUMEPH U yiopeJHa aHA/IU3A

JlobujeHn pesysaTaTu KopuliheweM Mojena 6uhe ynopebeHu ca
oArorapajyhumMm pesyiatatuma U3 JuTepaTtype. Takobhe, 6uhe cnpoBejieHe [Be
HyMepUuKe aHa/u3e Mojesa. HavMme, HEKOJIMKO HyMepHUUYKHUX NpuMepa 6Guhe
nocBeheHo 06MIMMA aMIIUTYAHUX QYHKIIMja 3a pa3/IMuMTe TPaHUYHE YCJI0BE U
BpEeIHOCTHU HEeJIOKAJIHOT MapaMeTpa Kao U CONCTBEHHWM BpPeJHOCTHMA CHUCTeMa 3a
pa3/IMuUTE Mace HAHOYECTHIE U HheHe MOo3HuIMje Ha HaHorpeAu. Takohe hemo
nocMaTpaTd yTUIA] (paKIMOHOT MapaMeTpa HA BpeMeHCKYy OQYHKUU)Y U
NpUTYLIEeHe CUCTEMA TOKOM BpEMEHA.

Y uwwy Banujauuje, ynopeguhemo JobujeHe pe3ysTaTe 3a COICTBEHE
BpeIHOCTU HaHOrpejie 6e3 MPUCYCTBAa HAaHOYECTHUIle, U pe3yJiTaTe 3a CONCTBEHe
Bpe/IHOCTU HeJIOKaJIHe rpejie u3 paza [88]. Pesyntatu cy ynopehenu 3a Tpu Tuna
rpaHuyHux yciaoBa. U3 Tabene 3.1 ce MoXe 3anmasuTy OJJIMYHO IMOKJ/aNakbe
pe3yJsiTaTa 3a CBa TPU TPaHMYHa yCJ0Ba W pa3/IMuMTe BPEJHOCTH HEJIOKAJHOT
napameTtpa. Takohe, noBehawe BpeJHOCTH HeJIOKAJHOT NapaMeTpa JAOBOJAU [0
CMamera CONCTBEHUX BpeJAHOCTH. Moxe ce YOUUTH Jla 32 TPaHUYHE yCJI0BE, KAao
IITO Cy POCTA HAaHOTPe/la U KOH30J1a, 1061jaMo CONCTBEHE BPEJHOCTHU HUXKe HEro
y cJy4dajy o60cTpaHo ykjeliTeHe HaHorpeae. M3 Tabese 3.1 MoXXeMO 3aK/byYUTH
Jla ce COTICTBEHE BPeIHOCTU HaHOTrpeJle 6e3 HAaHOYECTHUIle CMakbyjy ca noBehawmem
BpeIHOCTH HeJIOKAJHOT napameTpa. MUcTu edekat ce jaB/ba U y Cy4yajy HaHOTpeje

Ca HAHOYECTHUILIOM.
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Ta6esa 3.1. ConcTBeHe BpeJHOCTH HAHOTpee 3a NPBa YeTUPU MOJA U

pa3jindruTe BpeAHOCTHU HEJIOKAJIHOT ITapaMeTpa U TPaHUYHHX YC/JI0Ba Ka/Ja je Maca

HaHOYeCTHIE 3aHEeMapeHa.

u 0 0.2 0.4 0.6
Ped. llpukazauun  Ped. I[lpukazanu  Ped. Ilpukaszanu  Ped. IIpukasanu
[88] Mojies [88] Mojes [88] Mojien [88] MoJies
[IpocTo oc/iomeHa HAaHOTpeAa
ky 3.1416 3.141593 2.8908 2.890834 2.4790 2.479027 2.1507 2.150671
k, 6.2832 6.283185 4.9581 4958054 3.8204 3.820352 3.1815 3.181498
ks 9.4248 9.424778 6.4520 6.452015 4.7722 4.772247 3.9329 3.932934
k, 125664 12566371 7.6407 7.640703 5.5509 5.550864 4.5565 4.556549
O6ocTpaHo yKJIelITeHA HAHOI'PeAa
ky 4.7300 4.730041 4.2766 4276613 3.5923 3.592315 3.0837 3.083698
k, 7.8532 7.853205 6.0352 6.035224 4.5978 4.597807 3.8165 3.816487
k; 109956 10.995608 7.3840 7.384034 5.4738 5.473794 4.5231 4.523148
k, 141372 14.137169 8.4624 8.462421 6.1504 6.150426 5.0505 5.050477
Konsosna
ky 1.8751 1.875104 1.8919 1.891931 1.9543 1.954281 2.1989  2.198938
k, 4.6941 4.694091 4.1924 4192376 3.3456 3.345554 2.4809  2.480899
ks 7.8548 7.854758 6.0674 6.067376 4.8370 4.837048
k, 109955 10993751 7.3617 7.361695 5.2399 5.239864

1.2 5=
06/1MLIM OCLIMJIOBakba HAaHOT'Pe/le Cy HOPMaIM30BaHU TAKO Jla BAXKU fo W,r dx = 1,

n=1,2,3,.. B. [141], u npuka3aHu Ha ciukaMa 3.7 - 3.9 3a KapaKTepUCTHUUYHE

nosuuuje HaHovyectule. Ciuka 3.7 mpuKasyje 06JHUK aMIUIMTyAHe QYHKIUje Y

IPBOM U ZpyroM MOJy OCIIMJIOBaa 3a C/Iy4aj KaJla ce Maca HaJla3u Ha CpeJUHU

IIPpOCTO OCJIOEkb€HE HaHOrpe/je. Moxxe ce IIPUMETHUTH [ja HEJIOKAJIHU ITIapaMeTap He

yTHU4Ye Ha NpOMeHy OO6JIMKa OCLUWJIOBama 3a JaTe TpaHUYHe YCJIOBe, LITO je

IIOKAa3aHO M y paJioBUMa Jpyrux ayrtopa. [IpemMa ToMe, 3a MPOCTO OCJIOHEHY

HaHOTpeJly MOXe Ce YCBOjUTH MCTO pellelme 3a aMIUIUTYAHY OQYHKUHUjYy VY

JIOKaJIHOM U HeJIOKaJTHOM CJIy4ajy.
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Cimka 3.7. Hopmann3oBaHe BpeJHOCTH aMIIMTY/He QYHKIIMje 32 CUCTEM
Ca HAHOY€eCTHULIOM Ha [TOJIOBUHU JyKHHE IIPOCTO OCI0HheHe HAHOTpee

a) npBU Mo/, 6) pyTy MOJ.

Cauka 3.8. HopmannzoBaHe BpeJHOCTH aMIIMTyZHe QYHKIIUje 32 CUCTEM
Ca HAHOYeCTHUIOM Ha NOJIOBUHU Jly>KMHEe 000CTPaHO YKJIEUITEHE HAHOTpeie

a) npBU Moz; 6) APYTH MO/

Ciauka 3.9. HopmannzoBaHe BpeJHOCTU aMIJIMTY/iHe QYHKIH]je 32 CUCTEM
ca HAHOYeCTHULOM Ha CJI060/lHOM Kpajy KOH30JIHEe HAHOTpeJe

a) NpBU MO/, 6) APYTU MOJ,
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Cnuka 3.8 mnpukasyje aMIVIMTYAHY OQYHKLHjY 3a 000CTpaHO yKJELITeHY
HaHorpegy. [Ipumehyjemo na y oBoM ciy4ajy NocToju BUA/BUB YTHULA] HEJIOKAJIHOT
napamMeTpa Ha aMIUIMTYJHY GYHKLMjy CUCTEMa, YMja Cce aMIUIMTyJa Mema ca
OpacTOM HeJIOKaJHOT NapaMeTpa. Pasinka u3Mely Hesl0Ka/JHOT M JIOKAJHOT
CJly4aja je u3paXkKeHuja y IpBOM MOy OCLUJIOBamwka Hero y aApyroM. Ha ciunum 3.9 je
IpUKa3aH YTULAj HeJIOKAJIHOT IapaMeTpa Ha KOH30JIHY HaHOTpeAy y C/y4ajy KaJa
ce HaHOYeCTULa HaJla3u Ha Kpajy KoH3oJie. Takobhe nmocToju yTHUL@j HeJIOKaJIHOT
napaMeTpa Ha aMIUVIUTYyAHY OQYHKIUjy, YdjU ce OOJMK MeHa ca NopacToM
BpeJHOCTH HeJIOKAJIHOT [TapaMeTpa y MoJeJy.

Ta6esa 3.2. ConcTBeHe BpeJHOCTH HAHOTPeZle Ca HAHOYECTUIOM

m 1 5

Xm 0.2 0.4 0.6 0.8 0.2 0.4 0.6 0.8

[IpocTo oc/iomeHa HaHOTpeAa
kq 2.1963 2.0705 2.0705 2.1963 1.9096 1.6627 1.6627 1.9096
k, 3.3501 3.4272 3.4272 3.3501 3.1904 3.3969 3.3969 3.1904
ks 4.2397 4.2745 4.2745 4.2397 4.1833 4.2560 4.2560 4.1833
k, 4.9687 4.9493 4.9493 4.9687 4.9553 4.9207 4.9207 4.9553
O6ocTpaHo yKJelITeHa HAaHOrpeAa
kq 3.2452 2.9797 2.9797 3.2452 29511 2.3838 2.3838 29511
k, 4.0554 4.1068 4.1068 4.0554 3.8340 4.0734 4.0734 3.8340
ks 4.8001 49288 4.9288 4.8001 4.6342 4.9255 4.9255 4.6342
ks 5.4523 5.5024 5.5024 5.4524 5.3924 5.4840 5.4840 5.3924
Kon3sona
ky 2.0075 1.8701 1.6443 1.4374 1.9506 1.5628 1.2369 1.0217
k, 2.9384 3.0550 3.2662 3.1169 2.9149 4.7597 3.4576 3.1565
ks 4.1982 4.0221 5.2418 4.3427 3.5931 6.2969 5.0881 4.3133
ky 5.4996 4.6954 5.9528 5.0789 6.1564 7.2681 5.9983 5.1423

Y Tabenu 3.2 cy paTe cONCTBeHe BPEJHOCTH BUCKOEJACTUYHE HaHOrpeje ca
HAHOYECTUIOM 32 HEKOJIMKO KapaKTepPUCTUYHUX MO0JI0Kaja HAHOYECTHILEe X,, Ha
HaHOTpeJH, 3a pas3/IMYUTE Mace HAHOYECTULe U IpaHUYHE YCJIOBe Kao M 3a
BpeIHOCT HeJIOKaJHOr mnapaMmerpa [ = 0.5. Ako mocMaTpamMo NpPBU MOJ,
IIOMepamwe Mace OJi Kpaja HaHOrpeJe INpeMa CpeJWHM JOBOAY [0 CMambema
CONCTBEHUX BPEJHOCTU KOJ, MPOCTO OCJOHEHEe U O000CTPaHO YKJIElLITeHe

HaHorpeJie. Takobe, mnoBehatbe Mace HaHOYeCTHIlE [JOBOAU JO CHIDKEHbA
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CONCTBEHUX BpeAHOCTU. MCTO pacTojambe HaHOYeCTHIlEe O CpeJjliHe HaHorpeze
Jlaje UCTe CONCTBeHe BpeAHOCTHU cucTeMa. CucTeM ce Apyradydje noHama y tpehem
Y YeTBPTOM MOJY, I'Zile IoMepame Mace o, Kpaja rpemMa CpeJMHU HaHorpeze Jaje
HelITo Behe cONCTBEHE BPEJHOCTH.

Koz kOH30J/IHe HaHOTpeJe He MOTYy Cce NMpeABUJETU HeKa jacHa NpaBuJaA Y
IPOMEHHU CONCTBEHUX BPEJHOCTHU Ca IPOMEHOM NO3ULIMje U MAace HAaHOYECTHIE, a y
HEKUM CJiydyajeBUMa COIICTBEHe BPEJHOCTHU pacTy ca noBehaweM HeJsIOKaJHOT
napamMetrpa. OBakBO TNOHaulawke HesiokaJHor wMojena Euler-Bernoulli-jeve
HaHOTpe/ie je OllelkEHO Kao NMapaJioKC KOju Ce jaB/ba caMo Koj AudepeHlUjasiHe
dbopMe HesiOKasiHe KOHCTUTYTUBHE peJsanyje. 3a pellewme OBOr Mapajokca y
JIUTEpaTypH ce Hajuyelhe npejiaxe NpuMeHa MOAUPUKOBAHUX UHTErPATHUX WU
HHTerpo-audepeHIdjaJHUX HeJIOKAaJHUX KOHCTUTYTUBHUX pesalyja, [101-104].

Ha ciukama 3.10 - 3.12 cy npukasaHa TpU KapaKTepUCTH4YHA OOJIMKa
BpeMeHcKke ¢yHKIMje 3a 0 < a <1 kox cn060AHUX ocuuaauuvja ¢GpakLHUOHe
BUCKOEeJIaCTUYHE HaHOrpeJZle, KOjU 3aBUCe OJ, OJHOcCa IMapaMeTapa Yy
AudepeHUMjasHO] jeaAHAaYMHUM (pakyuoHor pega (3.79). Y HyMepUYKUM
npyMepUMa CMO YcBojusiu nodeTHe yciaoe T(0) = 0 u T(0) = 1. Ha cBakoj of
C/IYMKa aHa/IM3UMpaH je N0 jefjaH oJ, TPU KapaKTepUCTH4YHaA CJydaja OJHOca
napaMeTapa w Y f3, Kao WTo je gaTo y Tabenu 3.3.

Ta6esa 3.3. Tpu kapakTepUCTUYHA CJly4yajeBa 0JlHOCA MapaMeTapa y

MozeJy.

B/w N = w? - p?%/4
1. 1/2 N>0
2. 2 N=0
3. 3 N<O

Ha cauum 3.10 je npukasaHa BpeMeHCKa QpyHKIMja 3a NpBU ciay4daj y Tabeau 3.3.
Ca civke ce MOXe MPUMETUTH NpeJsia3 ca XapMOHUjCKUX OC/ALMUJIALMja CUCTEMA, 3a
a =0, Ha mnpuryuieHe ocuuianyje 3a mnoBehawe BpeJHOCTH (GPAKIMOHOT
napamMeTpa Ka BpeAHOCTH @ = 1. AMILUINTYAa OCLMJIallMja HAHOTpeJle je HajMama
3a a = 1, mITO je BpeAHOCT MmapaMeTpa KaJia ce Hall CUCTeM CBOJU Ha KJIACUYHU

BuckoesactuyHu Kelvin-Voigt-oB mogen. BpemeHcka ¢yHKLMja Koja oarosapa
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JpyroM ciay4ajy us Tabese 3.3 je npukasaHa Ha cauiy 3.11. [Ipumehyje ce npesas
ca XapMOHUjCKOT OCIIMJIOBakba Ha allepUoIMYHO NOHAlllakbe BpeMeHCKe QYyHKLUje
ca MopacToM BPeJHOCTH MapaMeTpa a y AoMmeHy « € [0,1]. Takohe, nmoueBiIn of

BpeJHOCTH ¢pakuuoHor napaMmerpa a = 0.6 MOCTOjU anepUOAUMYHO MOHALlaHe

BpeMeHCKe QyHKIHje.

Ciauka 3.10. BpemeHcka ¢pyHKIMja GpaKIMOHO BUCKOEJaCTUYHE
HaHOTpe/le 3a Pa3JIMYUTO @ U OAHOC TapaMeTapa $/w = 1/2

a) TPOAYMMEH3UOHAa/JHU rpad UK, 6) ABOJUMEH3HOHAIHHU Ipad UK.

Cauka 3.11. Bpemencka ¢yHkIMja GpaKIMOHO BUCKOEJACTUUHE
HaHOTpe/le 32 Pa3/IMYUTO @ U OJJHOC TapameTapa §/w = 2

a) TPOAUMEH3UOHaNTHU rpaduK, 6) ABOAMMEH3UOHAIHYU IPpadUK.
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C/1v4HO NoHalake BpeMeHCcKe QyHKIMje ce MOXKe IPUMETUTH U 'y TpeheM ciydajy
u3 Tabene 3.3, ciuka 3.12. [lopacToM BpeAHOCTHM (QpPaAKIMOHOr MapaMmeTpa y
noMeHy « € [0,1], mocToju npeJia3 ca XapMOHHjCKOT OCIIUJIOBaba Ha alePUOANYHO

noHallame cucTeMa 3a BpeiHocTHU Behe ox a = 0.5.

Cauka 3.12. BpemeHcKa pyHKIMja GpaKIMOHO BUCKOEJACTUYHE
HaHOTpe/le 3a pa3JIMYUTO & U OAHOC TapaMeTapa $/w = 3

a) TPOAMMEH3UOHA/JHU rpad UK, 6) ABOJUMEH3HOHAIHHU rpad UK.
[Ipema [44], peuiewe PppakiuoHe audepeHlUjasHe jefHAYUHE Yy 00JIMKY penoBa
KOHBeprupa BeoMa CIIOpO U HeMa jacHy QU3UUYKy MHTepIpeTanujy aju 3a Maje
nepuo/ie BpeMeHa MOXe J1aTH 3a/j0Bo/baBajyhe pelewe. Tpeba HanoMeHyTH Ja je
y paay  [125], jepgnauuna (3.80) pasmatpana ca Caputo jgeduHHUIHjOM
dpakuuroHor u3Boja. AyTopu cy WaeHTUUKOBAJIU JIEBET CAydajeBa OCIUI0Baba
cUCTeMa 3aBUCHO O/ 0/IHOCA IapaMeTapa 3a pa3JIuKy 0/, TPU Koja Cy IpUKa3aHa y

OBOM II10OTJIaBJbY.
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I'raBa 4

dpakIMOHU MOJeJ/IM Ca ABa BpeMeHa peTapAalnuje 1 JBa
dpaknuoHa napamMmeTpa

4.1 YBoaHa pa3MaTpama

dpaknuoHe JudepeHLUja/iHe jeJHAYMHE Ca jeJHUM U3BOJ0M paKLMOHOT
peja, mpukasaHe y Tpehoj r/iaBu, Cy Jo0OUjeHe 3a jeAHOCTaBHUje MojeJie
HaHOLITana U HaHOTrpeJe W pellaBaHe npuMeHoM Laplace-oBe TpaHcdopmanyje,
pasBojeM y reoMeTpHjCKHA pel U HUHBep3HOM Laplace-oBoM TpaHcdopmanujoMm.
MebhyTumMm, 0By MeToZ0Ji0THjy HUje MOoryhe MpUMeHUTH KOJ, jelHAYMHA Ca BULIe
BpeMeHa peTapjalyje/penakcayyije U QpakMOHMX HM3BOJa Ca pas3IAYUTUM
BpelHOCTUMA (pakLUOHOr napameTpa. Takobe, no6uMjeHO pellewme y O0OJUKY
reoMeTpHjCKUX peJoBa MMa CHOPY KOHBEPreHLM)y U JAaje MOTYNHOCT aHau3e
pe3ysJTara caMO y BpeMeHCKOM JgoMmeHy. Kop jesHaynHa TpaHCBep3aJHUX
ocuuyJIalyja CUCTeMa HaHOrpeZie Ha BUCKOeJaCTUYHO] OJI03H, I'Zie Cy HaHOrpeJa
U MoJJiora MoJeJvMpaHd (QpakLMOHUM BUCKOEJACTUYHUM MOJieJIMMa, MOTy ce
jaBUTH BUIlle BpeMeHa peJiakcainuje/peTapjalnyje 1 GpakiMOHUX MapamMmeTapa, Te
je 3a peliaBame TaKBUX jeJHAaYMHA HEONXOAHO MPEAJOXUTH Jpyradyujy
MeTojosioTHjy. Y pazoBuMa [44, 127] je omucaHa mpoueaypa 3a pellaBambe
bpaKIMOHUX JudepeHLHjaTHUX jenHa4YMHa ca BULIE BpeMeHa
perapjanyje/penakcanydje ¥ ¢$pakLMOHUX NapaMeTapa, a Koja ce 6a3upa Ha
Laplace-oBoj TpaHchopManujy, oapebuBamwy KOMILJIEKCHUX KOpeHa
KapakTepucTudHe jefHauuHe, Mellin-Fourier-oBoj Tpancpopmauuju u Cauchy-
jeBOM pauyHy octaTtaka, [142]. [IlpumeHoM oBe MeToze, Moryhe je WU3BpPLIUTH
aHaJ/IM3y I0JI0Xaja M0JIOBA KapaKTepUCTUYHE jelHAYMHEe ¥ KOMIIJIEKCHO] PaBHHU, U
Kao pelleme y BpeMeHCKOM J[0MeHY JJ0OUTH jeJHAUKMHY NPUTYILIEeHUX OLuIaluja
HaHOTpeJie Ha BHUCKOEJICATUYHOj MOAJI03H, I/ie je GU3UKATHOCT TaKo J0OUjeHOT
pellielba MHOTO jaCHHja HEro KoJ, pellewa y 06JUKYy TeOMeTpHjCKUX peaoBa. [Jeo

pesyJiTaTa NpUKa3aHUX Y OBOj I'JIaBU 00jaBJ/beH je y pazy [109].
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4.1 Ocpuwianyje npocTe HAHOTpeJe Ha BUCKOE/IaCTUYHO]j
noAJ1034u GpaKuMOHOT peja

Yr/beHUYHa HaHOLIEB, NMpHKa3aHa Ha cauuu 4.1 a), moBe3aHa je ca
HENOKPETHOM OCHOBOM IOCPE/CTBOM MOJIMMEPHE MaTPHUIE Ca BUCKOEJACTUYHUM
CBOjcTBMMAa U HMMa (QUKCUpaHe cjojeBe aToMa Ha o6a kpaja. Kaga mocroju
OU3NUKM CHUCTEM ca MO jeAHUM cJojeM (QUKCHpPAHUX aTOMa Ha CBAaKOM Kpajy
HaHOLIEBY, OH MOXe€E Ce NPEeACTaBUTH MeXaHWYKUM MOJIeJIOM MPOCTO OCJOHE€HE
HaHorpeZe, ciuKa 4.1 6). Heka je xomoreHa HaHorpeza Ay>KHMHe L, TYCTUHE p U
NOBpUIMHE MONPEeYHOr Ipeceka A, U HeKa OCLUJIyje Yy TPaHCBep3aJHOM MpaBLy,
yopaBHO Ha ocy Xx. llpeTmoctaBUMO [Ja je MoONpeyHU IpeceK HaHOTpene
KOHCTaHTaH Ay X oce. MexaHUYKa CBOjCTBa CJioja O MmoJiMMepa, cavka 4.1 a),
KOjUM je HaHOTpeJa CHperHyTa ca HENOKpPeTHOM OCHOBOM, MOIYy cCe ONHucCaTh
pPa3/IMYUTUM THUIOBUMA JIMHEAPHUX BUCKOEJNACTUYHUX MoJesa AOCTYNHUX Y
autepatypy, [35, 38]. AHanusupahe ce cay4daj c1060HUX OCLiMJIallMja HAHOTpeJe

Ha BUCKO€JIAaCTUYHOj 0JJI03H.

6)

Pukcupanu
aToMu

Hanorpena

Yr/beHHYHa HaHOLEB 16° [m]

" [onuMepHa maTpuma L :
e o ATrTTEY
@HKCHpaHa OCHOBAa 7z VI ‘ /////‘//// TI777Y. /////F e

L

Al

Cauka 4.1. HaHorpepa criperHyTa ca HellOKpeTHOM OCHOBOM IPEKO

BUCKO€JIAaCTUYHOT CJ10ja a) GU3UYKU Mo/Jies; 6) MeXaHUUKHU MO/ el

4.1.1 JeaHayHWHa CJI0GOAHMX OCLWIALMja HAHOTPeAe HAa BUCKOE/JIACTUYHO)j

noaJsio3u

KoHcTuTyTHBHA jeiHaunHa Aedopmanuja-nomepame 3a Euler-Bernoulli-
jeBy HaHOI'peay, npeTnocTtaBuhe ce y 06/1MKy faToM (3.33), 0HOCHO

2 2 2
tyx — lox _ —E Z—a Y g, RLpa Z—a ad (4.1)
XX [1 dxz - 0 axz 01 axz . .

JenHadyuHa paBHOTEXe 3a eJIeMeHTApHU [je0 HaHOoTpeJe je
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A(’)Zw av
Pooez “ox @

rze je V TpaHcBep3aJsiHa CUJla M ¢ KOHTHHYa/IHO onTepeheme 1yx x oce.

(4.2)

Y jepnaunHu (4.2) onrtepehewe g mnmocMaTpamMo Kao peakuujy
BUCKOEJIAaCTUYHOT CJ10ja, T/e je 3a cJoj AaTa caejeha pesanuja cuia-noMepamme y

¢dopmu dppakuuoHor Kelvin-Voigt-oBor mogena
q = K(1+5"DF)w, (4.3)
rje je K penakcupaHu koeUIUjeHT eJIaCTUYHOCTH, T, je BpeMe peTapjaluje
BUCKOEJIACTUYHOI CJioja U RLpB je omepaTtop Riemann-Liouville-oBor nsBoza
dpakuuoHor pesaa ff € [0,1].
Ha ocHoOBy jegHaunHa paBHOTexxe MoMeHaTa (3.35) 3a Euler-Bernoulli-jeBy
rpejy, jeiHa4YrMHe 3a pe3yJTyjyiu MOMEHT caBUjatba M = fAztxdi Y aKCHjaJIHU
MOMEHT MWHepliuje 3a TonpeyHH mpecek HaHorpeae [ = [ z°dA, noGujamo

jeHAaYUHY MOMEHTa y O6JIUKY

2 2

0°w w
_ 8
M=p lpAﬁ + K(1+ 75 RDP w l Eol (1 + 7¢ *ipe) 2 Y e (4.4)
Y TPaHCBEP3aJHy CUIy
23w ow 23w
_ BRLNB _ a RLpa
V=u lpA et K(l + 75 REDP) axl EJ(L+7f DY) == (45)
KonauHo, jejHaurHa KpeTamwa y YHKIUjU moMeparba w(x, t) uMa 06JIUK
62 0*w 2%w
8 8
pA—o + K(1+ S *DF Jw —p [pA g+ K(1+ 5 "DF) ale
+EI(1 + 18 RLD“)a‘L—W =0 (4.6)
0 1 0x* '

3a passiMKy 0/ jeAHAuYMHe KpeTama HaHorpeze (3.38), mpeTxoAHa jeJjHAYMHA

Ca/ip>KH JiBa BpeMeHa peTapJaliyje T, U T, 4 /iBa GpakKijMoHa napamMeTpa a U f5.

4.1.2 Peumeme jejHaYMHE KpeTamkha HAaHOrpeJe Ha BUCKOE/ITaCTUYHOj

noaJio3u

3a Hajlaxewe pellelma jeJHAYMHe KpeTawa cucrteMa (4.6) koja je
napuyjajHa avdepeHuujaqHa jeAHauMHa QpaKLUOHOT peja, UCKopucThheMo

MEeTO/I0JIOTHjy NpUMeleHy y pajoBuMa [44, 127], rae je peuieme ofpeheHo
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METO/IOM pas/iBajarba MPOMEHJ/bUBHX M JIaTo je Yy 06JuKy Fourier-oBor pega. 3a
IPOCTY HAHOT' ey, FPAHUYHH YCJIOBH CY
w(0,t) =w(L,t) =0, M(0,t)=M(L,t)=0 (4.7)
Y TIOYETHH YCJI0BU
w(x,0) =0, Ww(L/2,0) = w,. (4.8)
[Ipumenom Laplace-oBe TpaHncdopmanyje Ha jeaHauuny (4.6), y3auMamweM y 063Up

NOYEeTHHX YCJI0Ba U IpeypehuBameM oArosapajyhux yiaHoBa fobuja ce

2w K 0 E 0w
p<w ua >+—(1+pﬁr§)<w U W>+pi(1+pﬁr )—=

pA dx?
02 —
= W, <6(x —L/2) + M) (4.9)

Jlasbe, mpeTnocTtaB/bajyhu pemetse (4.9) y 06/1MKy Fourier-oBor cMHyCHOT pezia
w(x,p) = Z T,sin(k,x), (4.10)
n=1

rae je k, =nn/L u T, cy Heno3HaTe BpeMeHcKe QyHKuuje y Laplace-oBom
JIOMEHY, I'Zie Y3eBIIH Y 003UP YCJI0BE OPTOrOHAJHOCTU CONICTBEHUX aMILJIUTYJHUX

byHKIMja mpocTe HAHOTpeJe

fLsin (nl,ﬂ) sin (?) dx ={lb/2’ ‘; zz’ (4.11)
0 ) )

Y pa3BojeM MOYeTHUX YCJI0Ba y CMHYCcHU Fourier-oB pef, fjo61jamMo

p*T, + a),%(l + pBT§>Tn + w2, (1 + pPt¥)T, = Nigsin (%), (4.12)

rze cy
K Eolk} 2
2 2 0tin
= —, =, N = —,
Yk =50 T LA + pk?) L
Pewreme (4.12) y Laplace-oBoM fomMmeHy nuMa 06J1MK
_ Nw, nm
T,(p) = sin(—), (4.13)
@ =7en(Z)
rjeje
@) = p? + 03 (1+pP1h) + Wi (1 +prd). (4.14)

Peurewbe jeHaurHe (4.13) MoXKe ce 3aMUCATH y BPEMEHCKOM JIOMEHY MPUMEHOM

Mellin-Fourier-oBe uHBep3He TpaHcdopMalyje y 06Ky
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1 c+i00_
1) = 5 f  Tupettdp. (4.15)
Cc—1l0

3a u3pauyHaBake UHTerpaJa y jeaHauuHu (4.15) Mopajy ce Hajipe oApeAUTH CBe
CHHTyJIapHe Tadke KOMIUleKcHe ¢yHKnuje (4.13). dyukuuja T, ¥Ma ABe Tauke
rpaHaba p =0 U p =00, Ka0O M MOJIOBE KOjU CY KOpPEHU KapaKTEpPUCTUUHE
jefiHaYUHe

fu(p) = 0. (4.16)
Kako uHBep3uoHa popMysia MyaTudopMHe PyHKLHje KOja MMa TadyKe rpaHamba
Ba)KM CaMo 3a I'JIaBHY rpaHy Riemann-oBe noBpiuy, 3a U3payyHaBawke HHTerpasa
(4.15) xopucTuMO 3aTBOpeHY KOHTYypy, B. [44]. Ako npumeHumo Cauchy-jeBy

TeopeMy O ocTaluMa, (4.15) Mo>keMo 3anucaTH y 06JIMKY

T, () = T (6) + TV (o), (4.17)

. 1 . . _ .
TN () = — fo [T, (se™i™) — T, (se™) |~ dp, (4.18)
TYPT(e) = ) res(T(pe?r] (4.19)

J
rae T3 (¢) o3HayaBa T3B. APUPT Aeo pemema ok je TV P (t) ocuunaTopHH A€o
pewewa. Y jenHayuHu (4.19) cymMupaMo MO CBUM M30JI0BaHUM CHUHTYJapHUM
TaykKaMa, Tj. MOJIOBUMa p = p;. 3a HajlaXewe I0JI0Ba p;, OJHOCHO KOpeHa
KapaKTepUCTUYHe jeAHayMHe (4.16) koja MMa JiBa BpeMeHa peTapjalndje H
dpakuroHa nmapaMeTpa, IpUMewnyjeMO MeToAy onucaHy y [44]. Hajope yBeaemo
cMeny p = re'¥ y jenqnauunny (4.16)

r2e2¥ + wZ(1+ (rr)Pe™P) + w3, (1 + (rry)%e™¥®) = 0. (4.20)

Hakon mwito npumenumo Euler-oBy popmyay fobujamo

r2(cos 2y + isin 2y) + w% (1 + (r7,)# (cos By + i sin Sy ))

+ w3, (1 + (rr)%(cosayp + isinay)) =0, (4.21)
¥ HaKOH LITO Pa3/[BOjMMO peaJHU U MMarMHapHH /leo jeJHaurHe 1061jaMo

% cos 2y + wiRp cos Pp + w§,R, cos Py =0, (4.22)

r2sin 2 + wiRp sin ®g + w§,R, sin @, = 0, (4.23)

rjeje

84



r7,)%sina
Ry =+1+2@1)%cosay + (r7,)?%, tand, = T -I(— (;2 ya cosl/zn/)' (4.24)
1

(r7,)” sin By
1+ (rt,)B cos By

CucreMm jegHauuHa (4.22) u (4.23) Hema kopeHe 3a 0 < |Y| <m/2. Heka je

Rp = \/1 +2(r7,)P cos B + (r7,)%F, tandg = (4.25)

X, = (rt))% u X, = (r1,)P, rne Bennuune X; u X, Mory ysumaTu BpeHOCTH oz, 0

210 00, ETMMuHanMjoM 172 MOXeMO 0 peJIuTH BPeJAHOCT yTIJia 1) U3 TPaHCLeHJAeHTHe

jesHadYruHe
w?Rg sin®p + w3, R, sin @
tan 21 = d g 2" - <, (4.26)
w?Rg cos Pp + wg, Ry cOs Py,
¥ BPeJHOCT NapaMeTpa 12 U3 jeflHaYMHe
2p o 2 :
w“Rg sin ®p + wg, R, Sin @
2= — P B Onia? e (4.27)

sin 2y

[IpeTxo He jeAHAYMHE 32 1) U T MOTY Ce HAllUCATH U Y MPOIIUPEHOM 0OJIMKY Kao

wZ\/1+2X2 cos BY+XZ X, sin Bp

tan 2y =
w? [1+2X, cos BY+XZ(1+X2 cos + w2, |142X? cosay+X2(1+X, cos ay)
2 2 on i i 1
w%n\/1+2X22 cos ap+X% X, sin B
+ , (4.28)
w2J1+2X2 cos BY+XxZ(1+X% cos ,811))+w(2)n\/1+2Xf cos ap+X%(1+X, cos arp)
wz\/1+2X2 cos fP+XZ X, sin B+ wgn\/l‘FZXf cos ap+X% Xq sin ay
2 _
re=— . (4.29)

sin 2y
3a 3apmare BpepHocTtu X; U X, u3 jegHauyvHe (4.28) onpebyje ce yrao i, Te ce
BpeaHOCT T oApehybhyje u3 (4.29). HakoH 1TO 0ApeAMMO 7, MOXKEMO OJPEAUTHU U
oArosapajyha BpeMeHa peTapjaiiyje
1/ 1/B
X, X,

T1= T2=
r ' r

(4.30)

Onpebhene BpegHOCTH BpeMeHa peTapjaldje, yrjaa i u mapametpa r ozapebyjy
KOpeHe KapaKTepUCTHUYHE jeJHaYUuHe. Y3uMaweM HeraTMBHE BPEJHOCTH YIJja
(—y ymecto ) nobHja ce KOHjyroBaHO KOMILJIEKCHA BpPeJHOCT IoJia. 3a CBaKy
duKcHUpaHy BpeJJHOCT BpeMeHa peTapjanuje t;,i = 1,2 Tj. napameTtapa X;,i = 1,2
¥ 3a nosypaBaH 1/2 < || < m, KapaKTepuUCTHYHA jeJlHAYMHA IMoOCeJyje JBa
KOHjyrOBaHO KOMILJIEKCHA KOpeHa

p, =ret¥ = —§+iq. (4.31)
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rae heMo peasiHu fieo KopeHa § Ha3UBaTHU KoepULIUjeHT ryliera (110 aHaJoTHjU ca
[140]), nok je MMarMHapHHM Jeo KopeHa () KpyKHa (peKBeHIdja NPUTyLIeHOr
cucteMa. Tpeba HamoMeHyTH Ja IpUKasaHa Mpouegypa omoryhaBa Jakiy
aHasu3y oJipehrBamba MecTa KOpeHa KapaKTEPUCTUUHE jeJHAUMHE Y KOMIIJIEKCHO]
pPaBHM 3a pa3/IMYuTe BpeJHOCTU BpeMeHa peTapzaluje oApeheHUx BeJUYUMHaMa
X, u X,. Ha ocHOBy TakBe aHa/iM3€e, MOTY Ce U3BYNU BaXXHU 3aKJ/bYUlly O IOHAILAKY
cucTeMa KOjU Cy MoOJeJMpaHU oOJroBapajyhuM JivHeapHUM  (paKIMOHUM
KOHCTUTYTUBHUM peJialjdjaMa BUCKOEJACTUYHOI TeJa, YaK M ca BUlIe BpeMeHa
peTapjalnuje/penakcanyje U uM3BoJa ¢ppakuuoHor peja, B. [44]. Hajope Tpeba
oApenuTH ApUPT, Tj. pABHOTEXKHU JI€0 pellera KojUu AeduHUIIe peTapAalyjy, Kao

¥ OCLUJIATOPHH Jieo pellea. U3 jeqnaunna (4.14) u (4.18) moxemo Hahu T3t (¢)

y 06JIUKY
Nw, nm
drift _ 70 1,—St o
TS () = - sm( > )jo D, e *'sind, dp, (4.32)
rneje
fu(se*™) = D etidn, (4.33)
Ha OCHOBY KOHjyroBaHO KOMILIEKCHHX IOJIOBA P, = —O * i), oapeheHux us
(4.19) cnenu
TYr(t) = res[T,(p,)ePrt] + res[T,(p,)eP2t] = Ae %sin(Qt + @), (4.34)
rae cy
n ([ af,(re®)]’ df(re®
A = 2Ny, sin—{[%Ml [ f”( )l , (4.35)
2 dp
of,(ret¥ of,(ret¥
tang = I fn( )l [ Jn ( )l (4.36)
dp
d
of,(ret¥
R f"gp ) = 2rcosyh + with BBt cos(Y(B — 1))
+wi,tdar® cos(P(a — 1)), (4.38)
Ofu(re
fn(ap Y) = 2rsiny + a)KTZﬁ rf~1sin(yp (B — 1))
+w,tiar* tsin(P(a — 1)). (4.39)
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4.1.3 YnopeaHa aHaiu3a

Y uuby Banujandje Ao06UjeHUX pe3yJiTaTa, H3BpliMheMo ymnopeaHy
aHaJIU3Y pellema y CIy4ajy KaJia je yTULLdj BUCKOEJACTUYHOT CJ10ja 3aHEMApPUB, ca
pesysTaTuMa U3 paja [126], rae cy ogpeheHe npupojHe GpeKBeHIMje yIT/beHUUHE
HaHOLEBM MOJIEKYJJADHO JWHAMHUYKUM CcuMyJjalujaMa. KapakTepucTudHa
jeAHAYMHaA HeJIOKaJHe U QpaKLMOHe BHCKOeJaCTUYHe HaHOorpeJe, AobOUjeHa U3
KapaKTepUCTUYHE jelHaYuHe (4.16) 3aHeMapuBambeM yTHllaja BUCKOEJACTUYHE
nojyiore (wg = 0) je obsMKa

p% + kp* + wi, =0, (4.40)
rae je k = wi,t¥. Kapakrepuctuyna jegHauuHa (4.40) je mcTor o6JmMKa Kao
KapaKTepUCTUYHA jeJJHAaYMHA (QpaKIMOHOr OCLuJaTopa ca jeAHUM CTeleHOM
cnob6oze, [44]. KoMmniekcHa BpeJHOCT KOpeHa KapaKTepUCTUYHE jeJlHAYMHe, a
CaMHUM THUM M Kpy>Ha ¢peKBeHLHja U KoeDUIMjeHT Iylliewna, MOTY ce OApeJUTH
yBohemweM cmeHe p = re'¥ y jegnaunny (4.40), ¥ pasjBajam-eM UMardHapHOT U
peaJiHOT Jies1a jeAHAYHMHe 1006Hja ce

r2 cos 21 + kr® cos ap + w3, = 0, (4.41)

r2sin 2y + kr%sinay = 0. (4.42)

Kako jemHauyuHe (4.41) u (4.42) Hemajy kopeHe 3a 0 < |yY| < m/2, KopeHe

TPaXKMMO 3a BpeJHOCTH yriaa /2 < || < m. YBosehu HOBe npoMeH/bUBe X; = T2

U x, = kr%, 4uje BpeJHOCTH HaJlA3UMO 3a CBaKy (UKCHY BpeJHOCT yrjia P y

oncery /2 < |Y| <m u pgaTe BpeAHOCTH (paKIHOHOI MapaMeTpa &, Kao U
napaMeTpa wz,, 1061jaMo

Wiy sinay _ w3, sin 2y
1= sin((Z — a)t/;)' 2 = sin((Z — a)lp)' (4.43)

HakoH mtTo oapegumo x; U Xx,, MoXxeMo Hahu mapameTpe r =+/x; U K = X1 %,

KOju 3ajeiHO ca ogabpaHoM BpeaHouihy yrsaa Y  oxapebyjy jefaH kopeH
KapaKTepUCTU4YHe jeaHayunHe. KOHjyroBaHO KOMIIJIEKCHA BpPEeAHOCT KOpeHa
KapaKTepUCTUYHe jeJJHAUYMHE MOXe Ce OJpeJUTH y3WMameM HeraThBHe
BpeJHOCTU yrja -1, 4yuMe J00MjaMO KOHjyrOBaHO KOMIJIEKCHH Map KOpeHa
p1‘2=reii¢=—5iiﬂ KapaKTepUCTU4YHe jeJHA4YuHe Tj. I0JI0BA HeIO3HaTe

¢yuknuyje. ¥ Tabenu 3.4 ynopehyjemo pesysnTaTe 3a KpyXHY (PpeKBeHLHjy
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cucTeMa ca TNpPUPOAHMM ¢peKBeHIHjaMa YI/beHUYHEe HaHOLeBU [J00UjeHe
MOJIEKYJIADHO JAWHAMHUYKHM CUMyJialiMjaMa y paay [126]. ¥ Moaeny cmo
KopucTUIU ciefiehe BpeiHOCTU nmapaMeTapa ,armchair” [8, 8] Tumna yr/beHu4He
HaHoLeBHU: Young-oB MoAyo esactudyHocTy E = 1.1 [TPa] (rze je 3a cayyaj Kelvin-
Voigt-or mozesna Young-oB MOAYO €KBUBAaJIEeHTAH T3B. peJIAKCUPAHOM MOAYJY
enactuyHocty  E = E;), ryctuHa p = 2300 [kg/m3], BucuMHa HaHOLEBU
h = 0.34 [nm] u kapakTepUucTHYHA Ay>kMHa a = 1.5 [nm]. Pe3yaTaTu npukasaHu y
Tabenn 4.1 cy pobujeHn 3a QuKcHpaHe BpegHocTH yraa Y = 1.572, nse
pas/IMuuTe BpeJHOCTH OAHOCA Ay>KMHE, NpeyHUKa ¢ = L/d v 4eTHpu BpeJHOCTHU
dpakLHOHOT NapaMeTpa Q.
Ta6ena 4.1. [lopehewe uMarnHapHoOT JieJ1a KOMILJIEKCHOT KOpeHa
HeJIOKaJIHe QPaKLIMOHO BUCKOEJIaCTUYHE HAaHOTpeie ca IPUPOJAHUM

¢pekBeHujama [THz] yrsbeHH4YHe HaHOLIEBU A00HjeHe M/l cumynanujama.

Y M/l [126] ®pekBeHIbje KpyxHe ppekBeHnUje
€JIACTUYHOT CrcTeMa
e =00 e, =0.691 e, =0.0 e, = 0.691

a=1.0

8.3 0.5298 0.5497 0.5299 —0.00066 + 0.54966i —0.00063 + 0.52995i

13.7 0.1931 0.2017 0.1989 —0.00024 + 0.20175i —0.00024 + 0.19899i
a =098

8.3 0.5298 0.5497 0.5299 —0.00066 + 0.54968i —0.00064 + 0.52997i

13.7 0.1931 0.2017 0.1989 —0.00024 + 0.20176i —0.00024 + 0.19901i
a=0.86

8.3 0.5298 0.5497 0.5299 —0.00066 + 0.54981i —0.00064 + 0.53009i

13.7 0.1931 0.2017 0.1989 —0.00024 + 0.20180i —0.00024 + 0.19905i
a=20.6

8.3 0.5298 0.5497 0.5299 —0.00066 + 0.55014i —0.00064 + 0.53041i

13.7 0.1931 0.2017 0.1989 —0.00024 + 0.20192i —0.00024 + 0.19917i

Ha ocHoBy pe3ynTaTa u3 Tabesie 4.1, Moxe ce 3aK/by4YUTH Ja je UMaruHapHHU zieo )
KOMILJIEKCHOT KOpeHa, KOjU IpeJCTaB/ba KpYXHY (peKBeHULHjy CUCTeMa
dpaknoHe BUCKOeJaCTUYHe HAHOTpeJie, MPUOJIMKAH NPUPOAHOj GpeKBEeHLUjU
yI/beHU4YHe HaHOLEBU J00MjeHe MOJIEeKyJIapHO JWHAMHUYKHM CHUMyJlallMjamMa 3a
ozpebeHe BpeAHOCTH HeJslOKaJHOr UM $pakLUOHOr napaMeTpa. M3 suTepartype je

N03HAaToO a moBehame HeJIOKaJTHOT MapaMeTpa cMamyje PpeKBeHLHjy cucTeMa.
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x1012 KOMILICKCHA paBaH
1.0 T T T

1 x1012
0.0

Cnuka 4.2. KoMniiekcHe BpeJHOCTU KOpeHa KapaKTEPUCTHUYHE jeJHAYNHE

HaHOTpe/le 32 IPOMEHY K U .

YTunaj pesa ¢pakuMOHOr M3BOJA @ Ha I0JIOXKA] KOpeHa KapaKTepUCTHUYHe
jeHaYMHe y KOMILJIEKCHO] paBHHU je MpUKa3aH Ha rpaduky ca ciauke 4.2, rje cy
IIpUKa3aHe KOMIIJIEKCHE BpEJHOCTH KOpeHa Yy TOpHkEM JIEBOM KBaApaHTY
KOMILJIEKCHE pPaBHHU y QYHKIMjU KoepHUIMjeHTa NpuUryliewa kK (Koju je moBe3aH ca
BpeMeHOM peTapjanuje 7,) y oncery 0 < k < oo. KpuBe ca ciuke 4.2 cy cidyiHe
OHMMa U3 paja [44] 3a PpakLMOHM OCLUJIATOp Ca jeJHUM CTeneHOM cJoboje.
Moske ce NpUMeTHUTH /1A 32 HUXKe BpeHOCTU PppaKiuoHoT napamMeTrpa (a < 0.86),
VMarvHapHU Je0 KOMIUIEKCHOT KopeHa (Kpy»kHa ¢pekBeHIMja) cUCTeMa ce
noBehaBa ca noBehaweM BpeJHOCTH MapaMeTpa Mpuryliewa k. CaMUM THM,
KpykHe ¢ppekBeHLHje GpaKIMOHE BUCKOEJACTUYHE HAHOTpeJie Cy BUILE Y OJJHOCY
Ha (QpeKBeHLHUjy eJlaCTUYHEe HaHOTpeJle W,,. 3a BPEeJHOCTH  (PPaKLUOHOT
napameTpa 0.86 < a <1 umMamMo yoO6H4YajHO MOHAllake KpyxHe (peKBeHHIlHje
cucteMa, Tj. KpykHa ¢pekBeHLHja ce cMamyje ca mnoBehaweM mnapameTtpa
npuryiewa. Kaja je @ = 1, no6ujaMo KoMIJIeKCHEe BPeJJHOCTU KOpeHa, UCTe Kao y
caydajy kaacuyHor Kelvin-Voigt-oBor Mmosenia. AHoMasvja GpakIMOHOT Mo/ies1a 3a
a < 0.86 je y carylacHOCTH ca pe3yJiTaTUMa 106UjeHUM Y [44], rlie je youeHO UCTO
NoHallakke MoJesa Jia ca mnoBehaweM mnapameTpa Mpuryllema pacTe U
bpekBeHuja cucrema. [IpeJHOCTU aHasM3e Yy BPEMEHCKOM M KOMILJIEKCHOM
JIOMeHY ce MOTy YOUUTH Ha npuMepy ¢pakuuonor Kelvin-Voigt-oBor mopena, rae

Ceé aHaJIM30M CaMO y BPpEMEHCKOM JOMEHY, Kao y Tpehoj rJlaB¥M, HEe MOT'y YOYUTHU
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IIOMEHYTH HeAoCTaluu MoAeJia IIa je CTora IIOX€J/bHO CIIpOBECTHU ob6e BpCTE

a”Hasnuse [44].
4.1.4 Hymepuuyku pe3yjTaTH

Jla 6u cMO aHa/IM3UpaJM YTULAj Pa3/JIMYMTHUX [apaMeTapa y MoJeJsy Ha
KOMILJIEKCHE BPeJHOCTHU KOpeHa U MpUTrylLleHe cJ060JHe ocLUIalije HaHOoTpeJe
Ha BHUCKOEJIAaCTUYHO] TMOJAJ03H, cHpoBeumtheMo mapaMeTapcKy aHalu3y U
uiayctpoBaheMo je Kpo3 HEKOJMKO HYMepUYKUX IpHuMepa. Y HyMepU4YKUM
npuMepuMa CMO ycBojusu ciefehe BpeAHOCTH NapaMeTapa, B. [124]: rycTuHa
p = 2300 [kg/m3], moayo enactuunoctu E, = 1000 [GPa], npedyHuk HaHorpeze
d=1x10"°[m], noBpmuHa mnonpeydHor npeceka A = 7.85 x 107°[m?],
akcujanHu MoMeHT wuHepumje [ = md*/64 =491 x 10738[m*], ynyrpamma
KapaKTepUucTU4YHa AyxuHa a = 1.5 X 1072 [m], ay>kuna Ha"orpege L = 10a [m] u
MOJIyO €JIACTUYHOCTH BHMCKoesacTU4HOr cioja K = 0.357 [GPa]. 3a HesokaHU
napamerap i = (eya)? cMO y HyMepMYKUM IIPUMEPHMa YCBOjUJIM /A je eg = 1. Y
CBUM IIpMMepHUMa UCIHUTAH je caMO CJIy4yaj IPBOT OCLUJIATOpHOr Moja n = 1. U3
jeniHaynHa (4.26) u (4.27) MoxeMO OApeAUTH yrao P U mapaMmeTap r 3a JAaTe
BpeJHOCTH mnapamertapa X; U X, y omcery [0,00] U Hahu moJsioBe Hemo3HaTe
byHK1Hje.

Cnuka 4.3 npukasyje edpekaT mnpoMeHe ¢pakIUMOHOr mnapameTtpa f§ y
byHkuMju  X,, KOju je jeJHAUMHOM T, = le/ﬁ/r [I0OBe3aH Ca BpPEMEHOM
peTappanyje 7,, Ha BpeJHOCTU KOHjYTOBaHO KOMIIJIEKCHUX [10J10Ba Y TOPH:0j JIeBOj
N0JIypaBHU 3a pUKCHUpaHe BpeJHOCTH apaMeTapa a U X;. Moxe ce NpUMEeTHUTH Ja
nopehawe mnapamerpa X, JAOBOAM [0 CKOpPO JIMHEapHe NpPOMeHe peajHUX M
MMarvHapHUX BpeJJHOCTH moJioBa. [I[poMeHa napameTrpa X; He yTU4Ye 3Ha4yajHUje
Ha MOJIOBe, OCUM Kaja X, uMa MaJsy BpeJHOCT (BUAeTH yBehaHM Jleo Ha cauiu
4.3). llpomeHa ¢pakuroHor mapameTpa [ JOBOJAM [0 3HA4YajHUje MpPOMeEHe
BpeJHOCTH TosioBa. OBa pas/iMKa je Maja 3a Make BPeJHOCTH mapaMmeTrpa X,,
oaHocHo Beha 3a Behe BpeaHocTu Tor nmapamerpa. Moxe ce youuTu gAa Behe
BpeIHOCTU QpaKIMOHOT MapaMeTpa [ [ajy Behe BpeJHOCTU peasiHOT JeJsia

KOMILJIEKCHOT T10J1a, JIOK Mawe [§ Jaje Behy BpeAHOCT MMarvHapHOr /JeJa.
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CynpoTHo oBoMe, nmoBehawe BpeAHOCTH PpaKLMOHOT mapaMmeTpa [§ moBehaBa
peaJsiHU Jieo noJia.

a)
x10" a=0.5

xio" . Ix1o
-10 =] -6 —4 -2 0
0 Re
xl(}ﬂ 0=09
=0.5 B:O-1
15k =0.3 -
1)
1
\
N
£ N
\\ ]
ot N T
N
\\ i
A ]
N !
T \‘
1 s
st [X4=1 —— y
1 W\
\’\
Xy=15 -—---
S : : : Ix10! , : ; ; ; Ix10™
-10 -8 -6 -4 -2 0 2 -10 -8 -6 —4 -2 0
Re Re

Ciuka 4.3. KomIsiekcHe BpeJHOCTH KOpeHa 3a IpOMeHe BPeHOCTH

napameTtapa S U X, U puKcupaHe BpPeJHOCTH @ U X

Ha ciuny 4.4 cy npukKasaHe KOHJyrOBaHO KOMILJIEKCHE BPeJHOCTH II0JIOBA 3a
IpoMeHe BpeJHOCTHM QpaKLUOHUX MapaMeTapa « = [ U mNapaMeTpa X; U
¢dukcupane BpeaHocTu X,. W3 pobujeHux rpaduka MoKe ce yOUUTH JAa Cy
BpeJHOCTH I0JIOBA, KaJla cy 06a ppaKiiMoHa NapaMeTpa UCTa, 3Ha4YajHO U3MEeHheHe
y oAHocy Ha npetxofHe mnpumepe. [loBehawe BpefHOCTHM mapameTapa « = [
JloBoau A0 mnoBehawa peasHOT U CMamkema MMAruHApHOr Jejla KOMIIJIEKCHOT

nosia. 3a Behe BpeAHOCTH mapameTpa X,, MoYeTHe BPEJHOCTH I0JIOBA Koje ce
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OlHOCE Ha MaJsie BpPeJHOCTH X; Cy 3HAyajHO MOMepeHe Y JIEBO y KOMILJIEKCHO]

paBHU.

a) 6)

20

15

1x10" 0 1 x10
0 -8 0
r)
, 30
25}
12 ]
Eli— ]
10} ]
I 10} 4
e ] 5; ]
ol : : : : : : x10" 4 : . . Ix10"
-4 -12 -10 -8 -6 -4 -2 0 =20 -15 -10 -5 0
Re Re

Ciuka 4.4. KomIieKCHe BpeJHOCTH KOpeHa 3a IpOMeHe BPeIHOCTH

napameTtapa ¢ = S u X; U pUKcUpaHe BpeJHOCTH X,

Ha caunu 4.5 npukasaHU cy yTHLAju NMpoMeHe (PpaKLMOHOI NapaMmeTpa o U

napaMeTpa X; Ha BPeJIHOCTH KOHjyrOBaHO KOMILJIEKCHUX T10JIOBA Y TOPH0] JIEBO]

noJiypaBHU 32 GUKCHpaHe BpeAHOCTH napameTtapa ff u X,. [loBehawe BpeHOCTH

IlapaMeTpa a 4O0BOAU OO0 noBehamwa peasiHor AeJjia KOMIIJIEKCHOT I10Jia ITO ,/:Laje

KpHBe ca MakbMM HaruboM Hero y cay4ajy Kajia je a maJio.
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] x10"

i 11
x10" o 1 L 1 1 x10

Ciuka 4.5. KoMniekcHe BpeJHOCTH KOpeHa 3a IPOMeHe BPeJHOCTHU

napameTtapa a 4 X; U QUKcUpaHe BpeIHOCTHU S U X,

Pazsinka usmehy KpuBHUX 3a pa3jnuuTO X, je U3pakeHHWja 3a Behe BpeJHOCTH
¢dpakuuoHor napamertpa ff. [loyeTHe BpeAHOCTH MoJIOBa [J0OMjeHe 3a MaJle
BpeJJHOCTH X; Cy OMepeHe y JIeBO y KOMILJIEKCHOj paBHH, 3a Behe BpeJHOCTH
dukcupaHor mapaMmeTrpa X, y OJHOCYy Ha CJIydyaj ca MaJ MM BpeJAHOCTHMA TOT
napaMerpa. Ha caunu 4.6 npukasaH je yTULQ] HeJIOKaJHOI IlapaMeTpa Ha
BpeJJHOCTU KOMIIJIEKCHUX I0JIOBA, I/le Cy NoceGHO AaTH peaJHu U MMarvHapHU
Jleo IoJla y OJHOCY Ha IpOMeHe HeJIOKaJIHOr mapaMeTrpa. (Ca ciukKe ce Moxe
3aKJ/bY4YMTH Jla Ce UMaruHapHHU /ieo 1013, KOjU NMpeJCTaB/ba KPYKHY QppeKBeHIUjy
(1 cucrema, cMamyje ca noBehaweM HeJIOKaJHOT MNapameTpa €, y CBHUM

NpUKa3aHUM ciay4vajeBuMa. Ca puU3UYKe Tayke rJe[UIITa, OBAKBO MOHAllamke ce
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MOXKe MPUIIMCATH NPUCYCTBY HeJIOKaJHUX edeKaTa Ha HAHO-CKaJH, Kao LITO Cy
VHTepaKliyje Ha Ja/buHy u3Mely aToMa, Koje Ccy y MoJeay HpeAcTaB/beHe
HeJIOKaJIHUM NapaMeTpoM. BpeHOCTH UMarvuHapHOr JeJjia Cy Takohe 3Ha4ajHO
Mame 3a @ > [f Hero 3a § > a. HacynpoT npeTxoAHOM cCJy4ajy, peajlHu [leo KOju
npejcTaB/ba KoeQUIUjEHT rylliemha § CUCTEMA je 3HAaTHO BehH y ciayyajy Kaja je
a > B Hero 3a f§ > «a. lloBehawe BpeaHoCcTH nmapametapa X; U X, AOBOJAU [0
noBehawa BpeJHOCTU KoepUIUjeHTA Tylleha U HE3HATHOT CMakbera KpYy)KHe

dpekBeHIHje cucTeMa.

a) 6)

X;=0.1, Xp=0.3 g X,=0.1, X,=0.3
T T T 1.0 T T T

1
6x10

o [

0.0 PR Sl IR -Xlﬂﬂ

235

20

1.0

0.5

5 i . i x10" 0o . : . x10"
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4

€ €

Csimka 4.6. Pea/ilHM U MMardHapHU €0 KOMIIJIEKCHOT
KopeHa 3a GuKcupaHe napametpe X; u X, u
IpOMEHY HeJIOKaJIHOT IapaMeTpa €.
Ha cnvkama 4.7 a) v 6) npukasaH je T3B. ApUPT, Tj. paBHOTENKHU Ji€0 pellieha U

IoMepame Cpe/ilbe TayKe rpejie Y BpeMeHy 3a IpoOMeHe BPeJHOCTH QPaKIMOHUX
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napaMeTtapa. Y OBOM HYMepHUYKOM IIpUMepy YCBOjeHe Cy HCTe BpeJHOCTHU
napaMeTapa Kao Ha IOYeTKYy OBOI IOrJIaB/ba, a CUMYyJlal{ja je CIpoBeJeHa 3a
pas/IM4uTe BpeJHOCTU PppaKLMOHMX IapaMeTapa a U 5. [leo peluema NprUKa3aH Ha
cnuuM 4.7 a) mpejcTaB/ba PaBHOTEXHHU /Jle0 pellleha OKO Kora ce NpUrylyjy
ocuuayje HaHorpeje. [loMmepamwe cpeime Tauke rpeje, ciuka 4.7 6), je npema
jefHaYMHaAMa jelHaKa CyMM PAaBHOTEXHOI M OCLIMJIATOPHOT Jiesa pellewa. Unak,
Kao LITO je NpHUKa3aHo y paay [128], paBHOTeXHHU Jieo peliewa U $pa3HU NloMepaj
¢ u3jenHauuHe (4.34) ce Mory 3aHeMapuTH jep UMajy MaJie BpeAHOCTU. Ha cauiu
4.7 a), MOKeMO IPUMETUTH Behe npuryliewe ocyuaanyja Kkaja je a < f§ Hero 3a
a>f.

a) 6)

X,=0.3, X,=0.5 X, =0.2, X, =0.5

x107%

-13
3 f(lU

=op

Ix107" 5L N . L L x 107"

[ t

Ciuka 4.7. 'paduk noMepama cpefitbe TayKe HAHOTPeJie Y BpeMEHY

a) paBHOTEXHH JI€0 pellleha, 6) YKYNHO oMepathe 3a IpoMeHe @ U f§
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4.2 OcuuwianMje HaHOrpe/e ca BUIlIe HAHOYECTHULA U YTHLAajeM
AKCHMjaJIHOT MarHeTHOT M0J/ba

AHanusupahemo cn060He TpaHCBep3aJHe OCLUJIALMje HeJIOKaJlHe
BUckoesiacTuyHe Euler-Bernoulli-jeve HaHorpege ca HaHoudecTullaMa, TJe je
HaHOrpeJa TMoJ yTHUL@jeM aKCHjaJIHOI MarHeTHOT TMo/ba M IOBe3aHa ca
HENOKPETHOM OCHOBOM NOCPEeJCTBOM BHMCKOEJACTUYHOr CJ0ja. YBeJeHe Cy
cnefehe npernocraBke: HAHOYECTHLE Cy MO/Jle/IMpaHe KOHLEHTPUCAaHUM MacaMma,
yTULAj JIOHTUTYAMHAJIHOT MarHeTHOT 10J/ba je MpeAcTaB/beH Npeko Lorentz-ose
cune (1.75), yr/beHMYHA HaHOLEB Ca MO jeAHUM cjojeM GUKCUpPAHUX aToMa Ha
CBAaKOM Kpajy MexaHWYKH je MoJe/iMpaHa NpPOCTO OCJOHEHOM HaHOrpeoM.
Takobe cMo kopuctuau Euler-Bernoulli-jeBy Teopujy rpene, rae je L ayxuHa
HaHorpeze, A je ToONpeyHH Mpecek, p je ryctuHa U w(x,t) je moMmepame y
TpaHCBep3a/IHOM MpaBLy, Tj. Y IpaBLy Z oce, ciuKa 4.8. CMaTpaMo Ja je NonpevyHU
npecek HaHOrpeJie KOHCTAaHTaH [y X OCe W Jia je HaHOTpeJia XOMOoreHa. Y TULAj
KOHILIEHTPUCAHUX Maca Ha cucTeM je onucadH Dirac-oBoM genrta PpyHKUUjoM. Y
HacTaBKy heMo onucaTH Npoueaypy 3a U3Bohemwe jelHAUMHe KpeTawa HaHorpe/Je
Y aHaJIM3UpaTH CJIy4daj cI060JHUX OCLMIAIMja CUCTEMA.

HamoMeHMMO [a HeJIOKaJHU MOJieJl HaHOTpeZe ca HAaHOYECTUIIOM MOXKe
npejcTaB/baTU MoJieJl HaHoceH30pa, B. [100], 3a aAeTekuujy HaHOYeCTHLIA U
MOJIEKYJIA, YUjH Ce TPUHIMI 3aCHMBA HAa NPOMeHU QpeKBeHIMje cUcTeMa yce[
NpoMeHe YKYIHe Mace CUCTeMa, /0K NPUMEeHhEeHO MarHeTHO M0J/be MOXe CJIYKUTH

3a noBehame 0CceT/bUBOCTU HAHOCEH30Pa, B. [100].

a] Buomonekyﬂrﬁh}; 6] X
13- 7

et el “tee  10°[m]
DUKCHPaHH £ = X 3. Quxcupanu

aromu . “ i ‘ 3§ 7 %>3T0MH | = N

yIJbeHHKa Fi iy’ yrIbeHHKa

- TloJuMepHa MaTpupa - BuckoesnacTHYHH CJI0j

CD]fli(CI/I]ZlElHél OCHOBa VA L

i
Cauka 4.8. HaHorpeza Ha BUCKOeJIAaCTUYHO]j MO/JIO3U Ca BULLIE
HaHOYEeTHUI|A U YTUI|ajeM MarHETHOT 0Jba

a) dusu4ku Mojies, 6) MEXaHUYKU MOJEJ.
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[IpeTnocTaBU/IM CMO Jla 32 HAHOTPeJy BaXKM KOHCTUTYTUBHA pesauuja (3.3) u
no/be noMepawa U JgedopMmanuje 3a Euler-Bernoulli-jeBy rpeay pate vy
jenHaunHaMma (3.29)-(3.31), ogHocHO jegHauuHa (4.1) Kao Be3a u3Mehy HamoHa u
noMepama. Y jeJHa4YMHU JUHAMHUYKe paBHOTEXe 3a eJIeMeHTAapHU J1e0 HaHorpeJe

(4.2), 3a ciosbauiwe ontepehewa q hemo ycBojutu ciegehu uspas

N 2
q= K(l + TgRLDﬁ)W —q(xt)+ <z m;8(x — xi))@_w (4.44)

_ otz’
=1

rae ¢y K u 1, koepuLlUjeHT ¥ BpeMe peTapjalyje BUCKOeJaCTU4YHe MOJJIOTE,
g (x,t) je cuna gata y (1.76), a koja notuye oj Lorentz-oBe cujie HHAYKOBaHE O
CTpaHe MarHeTHOT MoJba, M; je Maca i-te HaHouyecTulle U § je Dirac-oBa gAenTa
byHKLHja.

Y nopebhemwy ca (4.4) u (4.5), 1o6Hjajy ce uU3MeweHe jeJHAYNHE 32 MOMEHT

ol

w
—EoI(1 + 1° RLD“) (4.45)

caBMjama

2

d°w
B
pAF'F K(l +T2 RLDB)W —T]AH%

M=u

Y TPaHCBEP3aJIHYy CUJIY

N
3w ow 3w 92w
— BRLpB _ 2 Z , —
V=nipd 6x6t2+K(1+T2 b )a At 5 +<. 1m15(x xl)) 6xat2]
1=
3w
—Eol(l + T? RLDa)ﬁ. (446)

KoHauHo, jeﬂHa‘II/IHa TPpaHCBEeP3aJHUX ocm/maunja CUCTEeMa HaHOrpeae Ha

BHUCKO€JIACTUYHOj 01031 y QYHKIUjU oMepamwa w(x, t) UMa 06JIMK

N
0°w
+ Zmic?(x—xi) W-I_
i=

64W 0?2 d0%w d2%w
B
l + K(l + 7, RLDB)W — nAHZ Y

2

0w 0*w
pA— K(1+ ) R*DP )w — nAH? =

+E I(1 + 8 RLD“)

+

(Zm 8(x — l>) atz] (4.47)
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JennauynHa (4.47) kao u jefHa4ynHa (4.6) caZip>ku Ba BpeMeHa peTapJalnuje 7, U T,
¥ JBa ¢pakiyMoHa mapaMeTpa & U [. YCBOjeHH Cy IpaHUYHHU YCJIOBU NIpPOCTe
HaHorpe/e (4.7) ¥ NOYEeTHH YCJI0BU

w(x,0) =0, w(x,0) = wy6(x — L/2), (4.48)
4.2.1 Pemiewe jefHAYUHeE KpeTamha

Peliewe jesHaunHe KpeTawa (4.47) Koje 3as0Bo/baBa rpaHUYHe ycioBe (4.7)

IIPOCTO OCJIObeHE HaHOT'pe/ie MPETNOCTaB/baMo Y cieaeheM 06uKy
= ] nmw
w(x,t) = z T, sin(k,x), k, = T (4.49)

3aMeHOM NpeTHoCTaB/bHOT pellewa (4.49) y jenHaunHy KkpeTawa (4.47) u
y3UMameM Yy 063Up yCa0Ba OPTOTOHAJHOCTH CONCTBEHUX aMIINTYAHUX QYHKIH]a

Y pa3BojeM Dirac-oBe fienta dyHkuuje y cuHycHU Fourier-oB pej, fo6ujamMo

N
2m; nAHZk2
2 - BRLNB xn
1+ LpAsm(knx)T+l 1+1, D)+ Y
i=
+Lkg(1+r arRLpay|T =0, (4.50)
pA(1 + uk32) '

360r nojeJHOCTaB/beHA, jelHAYMHY (4.17) MoKeMo 3anrcaTH Kao

T, + [B(1+ 5 *DP) + D(1 + 1¢RD%) + €| T, = 0, (4.51)
rae napameTpu B, € u D umajy cienehe BpesHOCTH
K 77AH2k2

B = , C =
pA (1 + 3N 1LpA st( knxl)) pA (1 + 3N 1LpA 51n2( knxl))

)

Eolk“'

b= ,
pA(1 + uk2 )(1 + 3N 1LpA smz(k xl))

(4.52)

Axo usspmmMo Laplace-oBy Tpancdopmanujy jeqnaunne (4.51), rae T,, o3HavaBa
Laplace-oBy Tpancdopmanujy dyHkuuje T, nod6ujamo

7 PO +70) (4.53)

Zn

Zy =p? + B(1+ (pr,)?) + D(1 + (pr)%) + C, (4.54)
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rae cy T(0) u T(0) mo4yeTHM yCI0BH y MOJAMHUM KOOpAMHATaMa Koju ce ogpehyjy

pa3BojeM No4yeTHUX ycioBa (4.48) y cunycHu Fourier-oB pej

L
T,(00=0, T,(0)=T,,= f wod(x — L/2) sin(k,,x) dx. (4.55)

0

KapakTepucTuuHy jefHauuHy cucTeMa JA00OHjaMO KaZJa 4YJaHOBE Yy MMEHHUOLY
jenHauyuHe (4.54) u3jegHAYUMO ca HYJI0M

z, = 0. (4.56)
Kao y npeTxoiHOM morJsiaB/by, peliewe jefHauuHe (4.53) Moxe ce 3amucaT y
BpeMeHCKOM JoMeHy npuMeHoM Mellin-Fourier-oBe unBep3uone dopmyse. 3a
M3pauyHaBame J0OUjeHOr HWHTerpaja ce MOpajy Hajupe OApPeIUTH CBe
CUHTyJIapHe TayKe KoMIUIeKcHe QyHkuuje (4.53). ®ynkumja T, uMa jgBe Tauke
rpaHama, p=0 U p =00, U NOJOBE KOjU Cy KOPEHOBU KapaKTEepPUCTUYHE
jenHauuHe (4.56).

Peliethe y BpEMEHCKOM [JOMEHYy HaJla3UMO Ha HCTH HAuyUH Kao y
NpeTX0AHOM MorJaB/by npuMekyjyhu Mellin-Fourier-oBy TpaHcdopmauujy u
Cauchy-jeBy TeopeMy 0 ocTalMMa, a 3alKCyjeMo ray ciaeneheM 06JIUKY

T, (t) = TI(e) + TYPr (1), (4.57)
rae TA(t) u TYPT(t) umajy uctu o6auk kao y (4.17)-(4.19). 3a oxgpehupame
pelieba QpakLUOHE jeJHAUMHE HEOINXOJHO je OJpeJUTH IO0JI0Be Helo3HaTe
dynxuuje T, (p) HanaxKemeM KOpeHa KapaKTepUCTUuYHe jegHaduHe (4.56) Koja
MMa JBa BpeMeHa peTapjauuvje M ¢pakiMoHa NapaMeTpa HPHUMEHOM HCTe
npoleAype Kao y MPeTX0[HOM IOrJaBby, B. [45]. YBohemweM cMeHe p = re? y
jenHauyuHy (4.56) nobujamo

r2e2¥ + B(1+ (rty)Pe™F) + D(1+ (rr)% ™)+ C =0, (4.58)
JenHaunHa (4.58) MMa fABa BpeMeHa peTapjanudje U QpakijMoHa MapaMeTpa U
C/IMYHOT je 06JMKa Kao jesHauuHa (4.20), cTuM wTo cy mapametpu B, C u D
oapeheHu jenHauuHOM (4.52), Te ce KOpeHU KapaKTepUCTUYHe jefHauYuHe (4.56)
MOry OJpeJJUTU MPUMEHOM UCTe MeToze Kao y (4.21)-(4.31). HakoH oapebhuBama
jeJHOr mapa KOHjyrOBaHO KOMIUIEKCHMX BPEJHOCTH MoJia p;, = —6 +iQ) 3a
duckupaHe BpeJHOCTH MapaMeTapa y MOJie]y, MOXXeMO OJpEeAUTH U pellere

(4.57) npumenoM Cauchy-jeBe Teopuje 0 ocTaiuMa U peliaBambeM oJroBapajyher
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VMHTerpasa. 3a jarte nodetHe yciaoBe (4.55), ogpebyjemo apudT feo peuiewa y

cnenehem o6/MKy

(0]

. T,
TN ) = 2 f Y7 sin(y,) e *tdp, (4.59)
0

rzeje
Zn(se*™) = Y, e*ivn, (4.60)
OcuunaTopHu fieo pemmersa T iPT (t) ogpehyjemo us uspasa

TP (6) = res[T,(p)eP ] + res[T,(p,)e?] = AePsin(Qt +¢),  (4.61)

e cy
. 2 . 2 \~1/2
A =2T, [&R—az”(reup)l + [S —az"(relw)l (4.62)
op dp ’
. a1
0z, (re™)][_ 0z,(re™)
tan(p) = |3 o R o , (4.63)
0 - -
zg;p) =2p+ Brfﬁpﬁ_l + Dtfap®, (4.64)
d W -
9{% =2rcos P + BTf,B =1 cos(Y(B — 1))
+ Drfar®?cos(y¥(a — 1)),
(4.65)
0 iy _ ~
S—Z“g;e ) _ siny + Bty frf - sin(y(B — 1)) + Drfar® 'sin(P(a — 1)).

(4.66)
4.2.3 Hymepuuyka aHasiM3a

Opespak je mocBeheH napaMeTapckoj aHa/IM3W YTHUL@ja TapaMeTapa Mojiesa
Ha TnpupojHe JpekBeHIMje U ocuuaanvje (GpPaKLMOHO BHUCKOeJACTUYHE
HaHorpe/ie TOKoM BpeMeHa. Ocyusialnyje HaHOrpeJie cy MoJ, yTHlajeM MarHeTHOT
no/ba U NPUKAYEHUX HAHOYECTHLA. Y HYMEepUYKUM NpHUMepPUMa YCBOjUJIU CMO
UCTe BPEJHOCTH MapaMeTapa HaHOTpeJile U BHUCKOEJACTUYHOT CJioja Kao U Y
IIpeTX0JHOM NOTIJIaB/by 32 HAHOTpeJly Ha BUCKOEJACTUYHO] NOA/1031 6e3 yTulaja
MarHeTHOT N0Jba U HAHOYeCTUIa. Y BeNHUHU HYMepUUYKUX IpUMepa, YCBOjUJIA CMO
3a jauuHy MardHeTHor nosba H, = 107 [N(mA)™!] u koeduuujeHT MarHeTHe

nepMeabuIHOCTH ) = 47 X 1077 [NA~?]. [locMaTpaMo HaHOYECTUIE UCTHX Maca
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MepeHHX y ILeNTorpaMMMa m;,s; = 5[zg], rAe ce HaHOYecTHIle Haja3e Ha
pactojatbuMa x; = L/4 , x, = 2L/4 w x3 = 3L/4, MepeHO 0J, KOOPAWHATHOT
no4yeTKa.

Ha cauum 4.9 je npukasaH je yTUL@j NIpoMeHe ppaKLIMOHUX NTapaMaTapa U
BpeMeHa peTapjaluje Ha KOMIUIEKCHe BPeJHOCTH I0JIoBa pip, = —0 * i), rxe
MMarvuHapHH feo () npeAcTaB/ba KpyKHY QpeKBEHIIMjy CUCTEMA, a peasHU Jieo § je
KoebUIMjeHT ryumema. Ha caunu 4.9, kao ¥ Ha oCcTaJUM CJMKaMa, pUKa3aH je
CaMo ropHU JIeBU KBaJ[paHT KOMIIJIEKCHE PaBHHU jep ce UCTO MOHallake Ao6uja 1
3a KOHjyroBaHO KOMILJIEKCHY BpeJJHOCTH MoJia. Moxke ce 3ama3vTH Jjla 32 HUXKe
BpeJHOCTH (pPaKLHUOHOT MapeMeTpa HMarvHapHH Jeo pacTe ca I[OpPacTOM
napamMeTrpa X;, WITO je ,aHOMaJHO“ mnoHawmawe ¢pakyuoHor Kelvin-Voigt
Iudy3uoHOr Mojesa Koje je mpuMeheHo W y npeTXoJHUM npuMepuma. 3a Behe
BpeJHOCTH ¢paKUUMOHUX mapaMmetapa «,f = 0.99, 6sucke 1e/J00pOjHO]

BpeJHOCTH, UMaMo 6J1aro onajiame KpyHe GppeKBeHIUje CUCTeMA.

Ciuka 4.9. KomisiekcHe BpeJHOCTH KOpeHa 3a IpoOMeHe BPeIHOCTHU
napameTapa a, f ¥ X; 1 QUKCcHMpaHe BpeJHOCTU NapaMeTpa

a) Xz = 01, 6) X2 = 05

Cmvka 4.10 omnucyje mnpoMeHy KOMIUJIEKCHE BpPEJHOCTHM II0JIa 3a IIPOMEHe
napameTpa X, U GUKCHe BpeJHOCTU mapameTpa X;. Moxe ce NMpUMETHUTH JAa Y
OBOM CJIy4ajy NMpoMeHa PUKCHUX BpPeJHOCTU MapaMeTpa X; pe3yaTHpa MamkbUM
npoMeHaMa MOYEeTHUX BPEJHOCTH KOMILJIEKCHUX KOpeHa Hero UITo je TO OHOo

cJly4yaj Ko/ IpoMeHe napamerpa X, Ha caunu 4.9.
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Civka 4.11 a) onucyje npoMeHe BpeZJHOCTHU I10JI0Ba 3a IPOMEHE Mace CBaKe
o/ TPU HaHOYeCTULe Ha HaHorpeiu. [lopacT Mace HaHo4yecTHLA yTH4Ye Ha
CMameme MMarvHapHOr Jiejla KOMILJIEKCHOT ToJla 3a QUKCHe ocTajle BpeJHOCTH
napametapa. Mnak, 3a mnopacT MNpuryllema y CUCTEMY, TadyHUje NoBehamwe
napaMeTrpa X,, pas/IMKa y KpuBaMa KOMIJIEKCHMX I0JIOBa HU3Mely ciydaja ca
MalkboM M ca BehoM MacoM ce cMamyje 3a CBe BPeJHOCTH (PaKIUOHHUX

napameTapa.

Im

P, =—0 1iQ

0 L L L L x1 011 0 ¢ . i i x1 011

-2.5 -2.0 -1.5 -1.0 -0.5 0.0 -25 -2.0 -15 -1.0 -0.5 0.0

Ciuka 4.10. KoMnsiekcHe BpeIHOCTH KOpeHa 3a IpOMeHe BpeJHOCTH
napametapa a, S u X, 1 GUKCUpaHe BpeJHOCTU NapaMeTpa

a) X1 = 0.1, 6) X1 = 0.5.

Civka 4.11 6) onucyje mpoMeHe KOMIJIEKCHUX BPEJHOCTU I0JI0BA 32 MPOMEHY
Opoja Maca y cucTeMy, T/ie Cy HaHOYEeCTUIe Y C/y4ajy ca IIecT Maca paBHOMEPHO
pacnopehbene Ha pacrtojawy L/7 jenaHa oj Apyre moyeBWid of x; = L/7 ma a0
Xg = 6L/7. llopacT 6poja HaHOYeCTUI]A TaKohe yTUUe HAa CMakbeHhe UMarnHapHor
JleJla KOMILJIEKCHOT 110J13, Tj. KpykHe ¢peKBeHLIUje cucTeMa 3a pUKCcUpaHe ocTasle
BpeJHOCTH TMapaMmeTapa. Y OBOM cJyyajy Takohe mnoBehawe mnapameTpa
npurymema X, cMamyje pasiuKy u3Meh)y KpuBa KOMILJIEKCHUX KOpeHa 3a
c/lydajeBe ca pas/IMYUMTUM 6pojeM HaHOYeCTHLA.

Cnuka 4.12 a) npukasdyje yTHILIAQj NIPOMEHE jauMHE MareTHOr MoJba Ha
Kpy>kHY pekBeHLHjy cucTeMa. Moxke ce npuMeTUTH Ja noBehamwe jauuHe
MarHeTHOT mnoJba MNoBehaBa ¢pekBeHUujy cucteMa. [IpomeHa ¢pekBeHLUje
N0CTaje 3HaTHHWja TEK 3a jayMHe MarHeTHor mosba Behe ox H, = 1 x 107 [N/(m -

A)], mrTo je pesyaTaT Koju je Takohe mo6ujeH y sutepatypu [136]. [loBehame
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MArHeTHOTI' I10/ba YTHU4Y€ HAd HE3HATHO CMadlbEeHe KOG(I)I/ILII/IjEHTa ryuema, CJIHuKa

4.126).

2 5 0=05% =01 6) . a=052x-=01
20 T T T T 20 T T - T

)(1[111

0

4]

5 -4 -3 -2 -1 0

Cauka 4.11. KomniekcHe Bpe/IHOCTH KOpeHa 3a MpoMeHe a) Mace

HaHO4YeCcTHuIla, 6) 6poja HAHOYECTUILA Y CUCTEMY

Cnuka 4.12. YTunaj npoMeHe MarHeTHOT 110/ba Ha a) KPYXKHY

bpekBeH1Y]y, 6) KOeDULUjeHT rylieha

Cmuka 4.13 onucyje yTULQA] HeJOKaJHOT IlapaMeTpa Ha KpYXKHY
bpekBeHIUjy cucTeMa U KoeDULIUjeHT I'ylliewa. Hesoka/iHu mapameTap yTude Ha
HE3HAaTHO CMakheme KpykHe ppekBeHLUje cucTeMa, cavKa 4.13 a), U He3HATHHU
1opacT BpeJJHOCTH KoepHUIMjeHTa I'yllema, cJuKa 4.13 6).

Ha civny 4.14 npukasaH je yTULaQj IpOMeHe IOMepama Cpefilbe TadKe
HaHOTpeJle U PaBHOTEXHOr Tj. ,ApUPT* Aesa pellawma y BpeMeHY 3a IpOMeHe
BpeAgHOCcTH dpakuuroHor napamerpa. Ca rpaduka ce MOXe YOUHUTH PaA3JUUYUTO

Ipurymeme CJIOGO,LLHI/IX OCL[I/IJIaLLI/Ija CUCTEMa, 34 JA4aTe IIo4YeTHe YyC/ioBe, U
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pas/iMyuTe BpeJHOCTH PpaKLHMOHUX NMapaMeTapa. Tako ce MoOXe 3amasuTH Ja je

npuryuieme HajBehe 3a BpegHocTu napametapaa = 0.2u f = 0.8.

Ciuka 4.13. YTruaj npoMeHe HeJIOKaJHOT IapaMeTpa Ha a) KpYy»KHY

bpekBeHL U]y cUCTeMa, 6) KoePULIUjeHT rylieha

Ciuka 4.14. Ytunaj npoMeHe ppakLiMOHUX TapaMeTapa Ha a) moMepabe

HaHorpeze, 6) ApUPT Aeo peliermha

Ciauka 4.15. YTuuaj npoMeHe HeJIOKaJIHOT TapaMeTapa Ha a) noMepame

HaHorpeJe, 6) ApUdT A€o peliemna
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Cnvka 4.15 npukasyje yTHILIAj HeJOKaJHOT IapaMeTpa Ha MoMepame
cpeZilbe TayKe HaHoOrpeZie U ApUPT Jleo pellewma y TOKy BpeMeHa. Ha ocHoBy
JloOUjeHUX ijarpaMa MOXe Ce 3aK/by4YMTH Jia NoBehawe HeJIOKaJIHOT mapaMeTpa
yTHh4ye Ha noBehamwe aMIJIMTY/e OCLU/IOBakha CUCTEMA, LITO je pe3yJTaT CMakbeHe

KpyTOoCTH. CINYHU pe3yaTaTH Cy JOOUjeHU U y IPETXO0JHOM IOTJIaBJbY.

Ciuka 4.16. YTuuaj npoMeHe ppaKLiMOHUX MarHeTHOT 10Jba Ha a)

noMepakbe HaHorpe/Je, 6) ApudT Jleo0 pellerna

Cauka 4.17. YTu1iaj npoMeHe Mace Ha a) loMepame HaHorpe/jie, 6) ApudT
Jleo pellema

Cmuka 4.16 npukasyje yTvI@j NPOMEHe jayuMHe MarHeTHOr IoJba Ha
noMepame HaHOTpeJle U PaBHOTEXHHU Jieo pellemwa. [Ipumehyje ce na noBehamwe
jaurHe MarHeTHOI MOJba yTHYE Ha CMamele IMepuoja OCLUJIOBaka Tj. Ha
noBehawe PpekBeHLUje U yje[lHO Ha CMambewe aMIuTye. Hajpeha amnautyza
OCLIMJIOBama je y cJy4ajy KaZja HEMaMo YTHIIaj MarHeTHOT 110Jba, aJIM CaMo 3a MaJa
BpeEMeHa, [IOK je Ta aMIJIMTY/la Mama 3a Behe BpeMe t.

Cinuka 4.17 npukasyje yTULlaj IpOMeHe Mace HaHOYEeCTHIA Ha IoMepame

HaHOTrpeae U PAaBHOTEXHHU €0 pelleHa. [ToBehamwe Mace HaHO4YeCTHlla YyTUY€e Ha
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noBehame aMIUIMTY/Jle OCIMJIOBaka, Koje je mpaheHO cMamewmeM (peKBeHIUje
cucreMa.

Cnvka 4.18 npukasyje yTulaj npoMeHe 6poja paBHOMEPHO pacnopeheHux
HAaHOYEeCTUI]A UCTE Mace Ha MOMepame HAHOTPeJe UM PAaBHOTEXKHU €0 pelleha.
Mo>ke ce 3ama3uTu Aa noBehamwe O6poja Maca yTuye Ha noBehawe aMmauTyje

OCLIMJIOBaka, CMakbebe GpeKBeHIHje U CIOPHje IPUTYLIEHE Y CUCTEMY.

Cinuka 4.18. YTuiaj npomeHe 6poja HAHOYECTHUIIA HA a) IOMepakbe

HaHorpeze, 6) ApUPT Aeo peliema
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I's1aBa 5

Ocuuianuje cucreMa BULIe CIPErHyTUX HEXOMOT€HUX
HaHoOrpeja

5.1 YBoaHa pa3MmaTpama

C/10’keHU KOHTUHYaJIHU CUCTEMM CauUHeHU OJ] BULIe CTPYKTYpa, Kao IUTO
Cy rpejie WIM IJIOYe, COIPerHyTHX CI0jeBUMa eJaCTUYHUX WM BUCKOEJACTUYHUX
CBOjCTaBa Cy YeCTH Y MHXKEHepPCKOj IPaKCH U NpOoy4YaBaHU Cy pa3HUM TEOpPUjCKHUM
MoJie/IMMa. YKOJIMKO CYy CTPYKType jeJHAKMX FeOMeTpHUjCKUX W MaTepHjaHUX
KapaKTepUCTHKaA CperHyTe GppaKIMOHUM BUCKOEJACTUYHHM C/10jeBUMa, 100ujajy
ce oArosopajyhu cucTeMu CIperHyTHX jeJHaulHa KpeTamwa Koje OIUCYjy
c1060/iHE WJIM NPUHYJHEe OCLUJalUje TaKBHUX CUCTEMA, U Koje Cy y JIUTepaTypu
4YeCTO pellaBaHe NMPUMEHOM aHAJUTHUYKHUX MeTO/a, 3a HeKe pe3dysatare B. [133-
135]. MexaHW4YKU €KBHUBAaJIEHTH TAaKBUX CHCTeMa Ha HAHO CKaJu Ccy ypebeHu
HHU30BU HAHOCTPYKTYpa, 006JIMKa HAaHOLEBU WM HAHOIJIOYA KOje CYy YMETHyTe Y
nojavMepHy MaTtpuuy, B. [137]. HesokanHu Mopenud ca060JHUX oOcCLUJIALMja
TaKBHX CUCTEMa HAaHOUITANOBa, HAHOTPe/la U HaHOoIJIo4Ya cy obpahenu y [93-98],
IpPUMEHOM aHAaJMTHUYKHUX MEeTOJa, y Cay4ajy KaZla Cy HaHOCTPYKType HCTHUX
reOMeTpUjCKUX M MaTepHujaJIHUX KapaKTepucTUKa. AHasu3vpaheMo cucTeM
CayuibeH O/ BUIlle HEXOMOIeHUX HaHOTpeJja YMeTHYT Yy MeJIUjyM ca GpaKLUOHUM
BHUCKOeJACTUYHUM cBojcTBUMA. [IpuMenomM Euler-Bernoulli-jeBe Teopuje rpesa u
HeJIOKaJHe ¢pakKlMoHe BHCKOeJaCTUYHe KOHCTUTYTHUBHe pesanuje bBuhe
u3BeJieHe jelHaYMHe KpeTamwa. [locMaTpamo cucteM N HaHorpeja: Ije je cBaka
rpesa AykuHe L, TYCTUHE p U TjJle Cy IoMepamwa i-Te rpejie y TpaHCBepP3aJHOM
npaBiy (mpaBiy z oce) o3HayeHa ca w;(x,t), i=12,..,N, ciuka 5.1.
[IpeTnoctaBuheMo fAa je cUCTeM HEXOMOTeH, OJHOCHO Jla MONpPEYHHU INpeceKk U
BUCUHA HaHOrpeJla Bapupajy OJ rpeje A0 rpeje, a Ja je CBaka HaHorpeja
nojejuHayHo xoMmoreHa. HaHorpene ca ciauke 5.1 6) cy MehycobGHO cliperHyrte

$pakIMOHUM  BHUCKOEJAaCTUYHHMM CJI0jeBUMa KOjU TpPeACTaB/bajy  MoJes
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nosMMepHe Martpule ca ciavke 5.1 a). Takohe heMo mnpermoctaBUTH Aa cy
HaHOTpeJle Ha KpajeBUMa MPOCTO Oc/omeHe. AHasmu3upahemMo ciy4daj c1060JHUX

TPaHCBEP3aJIHUX OCIUJIAlMja OMUCAHOT CUCTEMA HAHOTpeJa.

Ciuka 5.1. CucteM BUllle BUCKOEJATUYHO CIPETHYTUX HEXOMOT€HUX

HaHorpeJa a) GU3UYKHU MoJeJl, 6) MeXaHUYKU MO/Jiel
5.2 JeaHauyMHe KpeTama CMCTE€Ma HEXOMOr'eHMX HaHOrpeaa
Kopuuthewem d’Alambert-oBor npuHiuna 3a ejeMeHTapHU [Jeo i-Te

HaHOTpeJie y CUCTeEMY MOXXe€MO HallUCaTH jeJHAYMHE JWHAMHU4YKe PaBHOTEXe Yy

cnepneheM 06MKY

aNi aZWi
55z T i~ Fima = pidi 57 (5.1)
v, = M 5.2
1 ax 4 ( . )
rpe cy F; u F;_ cuiie Koje NOTHUYY 0/ BUCKOEJIACTUYHOT CJ10ja U JjaTe Cy
Fi = Ki(l + TfODtﬁ)(WHl —wy) (5.3)
Fi—l == Kl—l(l + Tzﬁth.ﬁ)(Wl - Wi—l)' (5.4)
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MexaHHYKa CBOjCTBa HaHOTpeJe MOJEeJUpaMo HesloKaJHUM ¢pakiuoHuM Kelvin-

Voigt-oBuM mMogzesioMm (3.3). JeqHaurHa 32 MOMEHT i-Te€ HAHOTpeJe je

9%w;
M; = u lpiAi Tzl - Ki(1 + TgRLDﬁ)(Wiﬂ - w;)

+K;a (1 + 75 RDP ) (w; — wisy)| = Eoil; (1+TfRLD“) a L (55)
JIOK je 3a TpaHCBep3aJHy CUJLY

a3Wi BRL B d
Vi=u piAiW_Ki(l_i'Tz D )a(WHl_Wi)

+K; (1 + 75 RDF) %

(w; — w;_ 1)] Ey;l; (1+T“RLD“) 6 = (5.6)
raejel = [, z* dA.
JenHauKMHe TPaHCBEP3aJIHUX OCLMJIALMja CUCTeMAa HEXOMOTeHUX HaHOTpe/ia

CIIPerHyTHX GPaKIMOHUM BUCKOEJACTUYHHM CJI0jeBUMa UMajy 0BJIUK
0*w; BRLPB BRLNB
PiA; Froan Ki(l +1,"D )(Wi+1 —wy) + Ki—1(1 +1,"D )(Wi —Wi_1)

; 0° 0°w;
+Eol;(1 + Tf‘RLDa) I - = =H33 lpiAi 0tzl - Ki(l + TfRLDﬁ)(WHl - w;)

+Ka (14 RDF ) wi —wisy)|,  i=12,.,m (5.7)
r/le ce Ha OCHOBY yCBOjeHe WHJIEKCHe HoTaluje, moMepaba Wy =0 U Wypq = 0
0JIHOCE Ha MOMepara HEMOKpPeTHEe OCHOBe CUCTeMa Koja cy jefjHaka Hysu. Tpe6a
HANlOMEHYTH Jia je pa3MaTpaH CJay4aj ,ca000HOT JaHLa", Tj. c/y4yaj Kaja npBa U
1oCJIe/Itha HAHOTPEJA y CHUCTEMY HHCY IOBe3aHe Ca HEMOKPETHOM OCHOBOM

[OCpeACTBOM BUCKOEJIACTUYHOT €JI10ja, Te ycBajaMo ja je Ky = K, = 0.

5.3 Pememe cucrema jeAHaYMHA

Pelemwe cucTeMa napuujajHux JupepeHLjalHUX jelHaYMHA GPaKLHOHOT
peaa (5.7) TpaxkuMo MeTOZOM pa3/iBajakba NPOMEH/bUBUX U NpuMeHoM Laplace-
oBe TpaHcpopManyje. 3a IpPOCTO OCJOHEHY (-Ty HaAHOrpeJLy Y CUCTEMY,

NpPETNOCTaB/baMoO pelllewe Yy caeieheM 06JIUKY

nm
wi(x, t) = z Tin sinln), Jep === (5.8)
n=1
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3ameHoM peliewa (5.8) y jeqHaunHy KpeTawa (5.7) ciegu

.. K; Ki+Ki_4
T(i)n - p—i;i (1 + TfRLD'B)T(Hl)n + lpl—All (1 + TfRLDﬁ)T(i)n
Ki-1 i Eoiliky
— 1 RLpB\T,. 1 4+ t@RLDOYT . — 0. 59
PiAi( + 15 )(1 1)n+,0iAi(1+Mkrzz)( + 17 )T (iyn (5.9)
i=12,..,m

Tle Ha OCHOBY Wy = Wpi1 =0 cnegu Ty, = Tgni1)n =0, ma he ce npsa u
nocneja jeJHA4YMHa U3 cucTeMa JAudepeHldjasHUX jeaHadyuHa (5.9)
pasJMKoBaTU o0J, oOcTaJux. Ha ocHOBy nmpeTrnoctaBke Ja QpakKLUOHHU
BUCKOEJIAaCTUYHU  cJojeBM  u3Mehy HaHorpesa uMajy uUcTa  CBOjCTBa

Ky, K, ..., Kp—1 = K. Jegnauuny (5.9) MoxkeMo 3anucaTu y 00JIMKY

) K 2K
Tom = > (1+ TfRDP )Ty + T (1+ 75" DF) T
Eoliky,
piAi(1 + pk?)

K
piA; (14§D Ty +

CucrteM jegHauuHa (5.10) ce Mmoxe 3anucaTtu y Laplace-oBom foMeHy

(1 + tfREDN) Ty = 0. (5.10)

27 2 ayT 2K B K B
P Tin + wipn (1 + (Tp) DTy + oA, (1 + @p)P) T — o, (1 + (@p)P)Ti-1n
Al A [ At 2

K _
DA (1+ @D P)Tarm = Rom 1=12,..,m, (5.11)
l

L

rzie cy
) Eoiliky
w.

in = piAi(1 + pki)’

Riyn = pTyn(0) + Ty (0), (5.12)

L

Tiyn(0) =0, Tiyn(0) = J woi8 (x; — L/2) sin(kyx) dx, (5.13)
0

wi) # 0,wj) =0, j=2,..,N, (5.14)
aTyn(0) u Tn(0) n3 jesnaumne (5.13) cy NMOYETHHM YCIOBH y MOAAJIHUM
KoopAuHaTaMa. JefHauynHe (5.11) MoxkeMo 3anMcaTh y MATPUIHOM O0OJIUKY

p*{Twn} + 0h (A + @p) I8y {Toyn} + (K] (1 + @) ) {Tn} = {Rom) (5:15)
rZie ce CyMuparbe BpLIY 110 TOHOB/bEHUM MHJEKCHMMa a MaTpuLa [Kij] = K je nata

Kao
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2K K

- 0 0 0 0
pP144 p141
K 2K K 0 0 0 0
P24z p2A; P24,
0 K 2K K 0 0 0
K= p3ls  p3ds p3As
0 0 0 0 K 2K K 0
pili pidi  pid;
0 0 0 0 K 2K
PmAm  PmAm]
(5.16)
MaTtpuna K je HecMMeTpuUyHa MaTpUla KpYTOCTH. YBohewmeM CMeHe
IIPOMEHJ/bUBUX
Fx | Pili &
Ty = /plAlT(i)nr (5.17)

Y MHOXemeM i-Te jefHayuHe y (5.15) ca/p;A;/p141 , B. [44], nobuja ce

P Ty} + 0 (1 + (10) ) {T(jyn ) + [kij](1 +15 on){Té)n} = {Ripn} (5.18)

rzie cy

k

2K
P14y
K

v P1A1p24,

0

) Pili 5
Ry, = [— Ry 5.19
(On D14, (iD)n» ( )
K
—_— 0 0 0 0 0
VP1A1p24,
2K K 0 0 0 0
P2A, \ P2A2p343
K 2K K 0 0 0
VP2A2p343 P3fls VP1A4p3A3
K 2K K
0 0 0 —— e ———————— 0
piAipi-iAiy Pl VPiAipir1Aiva
0 0 0 K 2K
PmAmPm-14m—1 PmAm_
(5.20)

Kako je maTtpuua [kij] =Kk cuMeTpuuHa, OHAa MMa M peaJHUX CONCTBEHUX

BpeAHOCTH &;,1 = 1,2, ...,m U UCTO TOJIMKO MehyCOOHO OPTOrOHA/IHUX CONCTBEHUX

BekTopa [}

J2,., M i =12,..,m. Ako Matpuny Kk u BekTope Tion ¥ Ripn

3aMMLIEeMO Kao GYHKILH]y COIICTBEHUX BEKTOPA

k= &I+ &R+ o+ &M,

(5.21)
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m

Tim = ) Xipu 1l (5.22)
=1
m

Riyn = Z Sim i (5.23)
=

3aMeHOM jegHauuHa (5.21)—(5.23) y (5.18), MHOXemeM JobujeHe jeHaunHe ca [X
¥ y3MMameM y 003Up yc/J0Ba OPTOTOHAJHOCTH CONCTBEHHX BEKTOpa Jobuja ce
cneneha jeaHadyuHa

[p? + w2, + (@) + & (1 + @)K iogn = Ston k =1,2,..,m. (5.24)
OBako mnpukasaHe jeaHayuHe (5.24) mnpejcTaB/bajy pacnperHyTe jegHaylHe
OCLIMJIOBakba CHUCTEMa BHILIE CIPErHYTHUX HAHOTpeAa 0Jf KOjUX CBaka 3acebHO
npejacraB/ba jeaHauuHy Kelvin-Voigt-oBor ocnusnatopa ca jeAHUM CTeNeHOM
c1060/ie ¥ IBA BpeMeHa peTap/anyje v ABa GpaKLMOHa MapaMeTpa, Kao y Tpehem

IorJjiaBJby. C Tora, OBY jeAHa‘{I/IHy MOXEMO 3aIllhuCaTH Kao

v * §Ek)1‘l
X(k)n = Z—, k= 1,2, ., m, (525)
(k)n
rneje
Zgon = P? + wh (1 + (1,p)D) + & (1 + (1,0)F), (5.26)

M y oBoM ciy4yajy, Kajia 4jaH y HUMEHHUOILly M3 CBake oJi jeaHauuHa (5.26)
M3jeJHAYUMO ca HYJIOM
Zom =0, k=12,..,m, (5.27)
JobujaMo m KapaKTEPUCTUUYHUX jeJHAYMHA CUCTEMA YHjU Cy KOPEHOBU
KOTIIMJIEKCHE BPEJHOCTH Koje oZpehyjy corncTBeHe ppekBeHLUje U KOePUILUjeHT
rylielmha HeCIPerHyTor cucTeMa HaHorpeja. KapakrepucruyHa jegHauuHa (5.27),
Kao W jengHayuMHa (4.16), moceayje ABa BpeMeHa peTapjaluje T, U T, U JIBa
dpakiMoHa mapaMeTpa @ U f§, Te Ce HbeHU KOPEeHHU MOry OJpeJUTH NMPUMEeHOM
HUCTe MeToJe omnucaHe jenHauuHama (4.20)-(4.31). Hajope yBegemo cmeHy
p = re'¥ mrro naje
r2e?¥ + wZ (14 (rr)%e™*) + &.(1 + (rry)Pe¥P) =0, (5.28)
k=12, .. m.
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VBobhemeM MoJlapHUX KOOp/JMHATA 3a 4iaHoBe y 3arpajgama Ryel Pe u Rﬁei ®8 Kkao
y (4.24) u (4.25), pa3BajakbeM peasiHOT U UMaruHapHOT JieJia CBaKe 0/ jeJHa4MHa

(5.28), nobujamo cucTeM o 2m jeaHAUYMHA

1¢ €0s 21y + & Rp cos Py + win R, cOs Dy = 0, (5.29)
¢ sin 2y, + & Rp sin®@p + wf Ry sin®, =0, (5.30)
k=12,..,m

Cuctem jegHaunHa (5.29) u (5.30) Hema kopeHe 3a 0 < |Y,| <m/2.
OGjeaumyjeMo mapamerpe G, = (rt))* u G, = (r7,)? Tako ma G, u G, mory
y3MMaTH BpeJHOCTH o 0 10 oo, Tae Y, ogpehyjeMo eaMMuHanujoM 1 u3 ciegehe
TpPaHCLeHAEeHTHE jeZlHaYrHe

ExRp sin®g + wfR, sin ®,

tan 2y, = , k=1,2,..,m. 5.31
P §xRg cos g + wi R, cos Dy, 31
Jame, 1, onpehyjeMo u3 jesHauynHe
Rgsin®; + w? R, sin @
2 = _SiRpsin®pt winRasin®e o m (5.32)

sin 2,
3a cBaKy CONCTBEHy BpeAHOCT ¢, Jobujamo oapeheHy BpeJHOCT yrja Y, U
napametrpa ¢&,. AKO CTaBUMO HeraTUBHY BpeJHOCT yrja -y, Jobujamo
KOHJyrOBaHO KOMILJIEKCHe BpEeJHOCTH IoJioBa. M3 mnpeTxoaHuxX npuMmepa je
N03HATO Ja 3a CBaKy QUKCHpPaHy BpeAHOCT napametapa G;, i = 1,2 y nojsypaBHU
/2 < |Yi| < m, k KapaKTepUCTUYHUX jeJlHAUMHA MOCe/yjy TapoBe KOHjyroBaHO
KOMIIJIEKCHUX KOp€eHa

Paorz = e Wk = =65, +iQy , k =1.2,..,m. (5.33)
WuBep3ujoM jeaHauyuHe (5.24), npumeHoMm Mellin-Fourier-oBe TpaHcdopmanuje
kao y (4.15) u (4.17)-(4.19), MmoxxeMoO [JOOUTU HECHPETHYTU CUCTEM jeJlHAYMHA
ocluualyja HaHOrpeJa y MOJAJHUM KOOpAUHaTaMa ng)n' rZie CBaka jeJHauMHa
¥Ma UCTHU OOJIMK Kao jelHAa4YMHA OCLiMJIalHja je/lHe HAHOTPe/le Ha BUCKOEJICTUYHO)]
nojuiosy, [44]. Jla 6u cMO M3pasuIU pellere y peaJHUM KoopArHaTama Kao

byHKLMjy moMepama 3a CIpPerHyTH CUCTEM HaHOTpesa, MOXeMO HWCKOPUCTUTH

jenHauuHe (5.23) u (5.22), a 3aTtum (5.19), (5.17) u (5.8).
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5.3 Hymepuyka aHa/M3a

HyMmepunuku he ce ucnutu yTulaj pa3/IMuMTUX NapaMeTapa Ha ocLUjanuje
CUCTeMa JieceT BUCKOEJIAaCTUYHO CIPerHyTUX HEXOMOTeHUX HaHOTrpeJa. JeJHaUrHe
KpeTawka HaHorpeja cy Jo0ujeHe aHAJUTUYKU Yy TMPETXOJHOM IOIJIABJbY.
WcnutruBahe ce noMepamwa HaHOTrpeJjla TOKOM BpeMeHa IPU IPOMeHHU HeJIOKaJHOT
napameTpa, ppakiMOHUX MapaMeTapa Yy KOHCTUTYTUBHUM peJialiijaMa HaHOTpeJe
Y BHUCKOEJIACTUYHOT CJI0ja, Kao U yTHULAj NapamMeTapa NpUryllewma KOoju Cy y Be3u
ca BpeMeHOM peTapjanuje. Y HyMepU4KUM IpUMepUMa yCBOjUJIHU CMO cJefehe
BpeJHOCTH mapamerapa: ryctuHa p = 2300 [kg/m3], penakcupanu Mozayo
enactuuHoctd  Ey = 1000 [GPa], yHyTpammwa KapaKTepUCTHYHA [AyKHHA
a=15x%x10"°[m], ayxuna HaHorpese L = 10a[m] ¥ MoAyo eJacTUYHOCTH
BHCKoesiacTudHor cioja K = 0.357 [GPa]. ¥ cBuM mpuMepuMa, OCMM aKO HHje
Jlpyrauuvje Ha3HayeHO Ha CJMLHM, yCBOjeHe cy cjaeaehe BpeJHOCTH PppaKIMOHUX
napamerapa a = 0.5, f = 0.5, mapamerapa npurymewa X; = 0.2, X, =0.6, u
HeJIOKaJIHOT napMeTpa e, = 1. HexoMoreHocT cuctemMa HaHorpeja je oapebheHa
pas/IMYMTUM BpeJHOCTUMA MpeyHuKa HaHorpega: d; = 0.995 X 107 [m],
d, =0.998 x 107° [m], d3 = 1.0 x 107° [m], d4, = 1.002 X 107% [m], ds = 1.005 X
107° [m], dg = 1.007 X 107° [m], d;, = 1.009 x 107° [m], dg = 1.011 x 1079 [m],
dy = 1.013 x 107° [m], d;o = 1.015 X 107° [m], #0K je NOBpIIMHA MONPEYHOT
npeceka ogpebena jegHauuHoMm A; = (d;/2)? X w [m?], a akcujaHM MOMEHT
unepuyje je I; = nd;*/64 [m*], raejei = 1,2, ..., 10.

Ha cnaukama 5.2 - 5.6 mpukasaH je yTHLj pas/MYUTHX [apaMeTapa
cuCTeMa Ha OCLUWJalje CpeJUIIkbUX TadakKa CBHUX JeceT BUCKOEeJAaCTU4YHO
CIperHyTUX HaHOTpesAa y BpeMeHy. [loyeTHHU yc/10B je 3aZjaT Ha NPBOj HAHOTPEU
y cucteMy. Ca c/ivMKa ce MoOXe 3ala3viTH J@a Y NMOYETHUM TpeHyLMMa BpeMeHa
¥MaMO HarJiM MopacT aMIIMTY/Jie OCLLMJIOBamka Koja onaZa ca BpeMeHOM U IocJjie
VM3BECHOI BpeMeHa Cy OCLMJaliyje NOTIYHO MpUrylleHe [0 3aKOHY peTapjalnuje
Koju je omnucaH ¢pakuuoHuMm Kelvin-Voigt-oBum wmogenom. Harsau mnopact
aMJIMTY/Zle je HajBULle M3paKeH KoJ, IIpBe HaHOorpeJe y CUCTEMY, KOJ Koje je U

3aJ1aT Mo4YeTHH ycsoB. KoJ ocTaiux HaHOrpeia Taj MOpPacT KacHU ca BpeMEeHOM U
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aMIUIMTyJZie Cy 3HAaTHO Mame Hero KoJ, npBe HaHorpeze. OBakBO NOHallamke
CHUCTeMa je OYEeKMBaHO Kao Iocjejulia MpUryllema y CUCTeMY. AMIUIATYAA KOZ,
nocsie/ e iBe HaHOrpe/ie je HelITO Beha Hero KoJ OHUX Koje ce HaJla3e y CpeJuHU
cucteMa. OBaKBO IIOHalLlamke CUCTEMaA Ce MOXe IIPUMETUTH KO/, CBUX NIPUKa3aHUX
HYMepUYKUX IpUMepa.

Ha cauuum 5.2 je mpukasaH yTUllaj HeJIOKAJHOT NapaMeTpa Ha ocuujaluje
cucteMa HaHorpega. [loBehawe BpeJHOCTHM HeJIOKaJHOI NapaMeTpa yTH4Ye Ha
6saro noBehawe aMIUIMTyJe OCLMJIOBakba KOJ, CBUX HAHOTpeJa y CUCTEMY.
OBakBO NoHallake je TUIIMYHO 3a HeJIOKaJIHE KOHTUHYYM CTPYKTypHe MoJeJie jep
HEJIOKAJIHOCT YTUYe Ha CMameme KPYyTOCTH CUCTEMA U CaMUM THUM J0J1a3v [0
cMamewa ¢QpekBeHIMje M nNoBehawa aMIUIUTyZe OCLUJIOBaWka MOCMAaTpPaHUX
CTPYKTypa.

Cnuka 5.3 npukasyje yTulaj ¢pakiMOHOT MapaMeTpa &, KOju Ce jaB/ba Y
KOHCTUTYTUBHOj jeJHAYUHU HAHOT'peJe, Ha OCLUJIalHje CUCTeMAa BUCKOEJIAaCTUYHO
CIperHyTUX HaHOrpeJa. JacHO ce MOXe 3amasuTu Aa noBehamwe BpeHOCTH
dpaKLMOHOTr MapaMeTpa YTUUYE Ha CMameme aMIIMTYJe Y TOKy BpeMeHa, Tj. Ha
Behe npuryiieme y cuctemy.

Cnuka 5.4 npukasyje yTuuaj ¢pakipdoHor napametpa [, Koju ce jaB/ba y
KOHCTUTYTUBHO] jeJHAaYMHU BUCKOEJACTUYHOTI CJIOja, HA OCLUJIMALUje CUCTeMa
BUCKOEJIAaCTUYHO CIPErHYyTHUX HaHOTpeJia. JacHO ce MOXKe 3aMa3uTH Jia noBehamwe
BpeJHOCTH OBOT GpaKIIMOHOT NMapaMeTpa Takohe yTHUYe Ha CMabeme aMIIUTY/e
y TOKY BpeMeHa, Tj. Ha NopacT mpuryuewa y cucremy. Unak, Taj edekar je
Jlpyraydvjer MHTEH3UTeTa y C/Iy4yajy NpoMeHe ppaKLMHOr napaMeTpa S y 0JHOCY
Ha IpOMeHy napaMeTpa «.

KoHauHo, Ha ciukama 5.5 u 5.6 mnpukasyje ce yTuI@j NmapaMeTrpa
npurymemwa X; U X,, KOjU ce OJHOCE HAa HAaHOTpeAy OJHOCHO BHUCKOEJAaCTUYHU
CJ10j, HA OCLMJIallMje CUCTEMA BHUCKOEJNIAaCTUYHO CIPErHyTUX HaHOrpezZa. JacHo ce
MOXKe 3ala3vuTU Ja noBehame BpeJHOCTU MapaMeTapa MNpUryllelma yTU4Ye Ha
CMakbeme aMIUIMTy/Zle Y TOKYy BpeMeHa Tj. Ha NOpacT NpUryllema Y CUCTEMY.
EdekaT mpuryiiemwa je HU3pakeHUjU KOJ MpoMeHe MapameTpa X; HEro KoJ

npomexe X,.
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Ciuka 5.2. YTu1aj npoMeHe HeJIOKQJTHOT apaMeTpa Ha MoMepambe CUCTeMa

CIIPpErHyTHUX HEXOMOT€HUX HaHOorpeaa
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Ciuka 5.3. YTuiaj npoMeHe GpakIMOHOr MapaMeTpa a Ha IOMepamke CUCTEMA

CIIPpErHyTHUX HEXOMOT€HUX HaHOorpeaa
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Cinuka 5.4. YTuuaj npoMeHe ppakijMoHOT MapaMeTpa [ Ha IOMepambe CUCcTeMa
CIIperHyTUX HEXOMOTeHUX HaHOoTpea
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Ciauka 5.5. YTunaj npoMeHe koedpuujeHTa NpUryliewa X, Ha IoMepame

CUCTEMA CHPETHYTHX HEXOMOTr€HHUX HaHorpeaa
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Ciuka 5.6. YTuiaj npoMeHe koedUlMjeHTa NPUTyLIema X, Ha IOMepambe

CUCTEMA CIIPETHYTUX HEXOMOTI'€HHUX HaHOTr'peda

120



I'1aBa 6

Ocuuianyje HaHOIJIOYe HA BUCKOEJIACTUYHO) NOAJI03U

6.1 YBojgHa pasmMaTpama

AHanusupahemo cio6ofHe TpaHCBep3asiHe OCLMJalLdje OPTOTPOIHE
HaHOIlJIOYE HA BHCKOEJACTUYHO] IIOAJI03M NPUMEHOM HeJIOKaJHe Teopwuje
eJJACTUMHOCTH M dpaKLMOHe BHUCKoesacTUYHOCTH kao M Kirchhoff-oBe Teopuje
nJio4a. Mozies1 opTOTpONIHEe HAHOIJIOYe MOXe NMpeJCcTaB/baTy rpadeHCcKy JUCTHN,
WJIM HEKU JPpyTH THIl HAHOCTPYKTYpa 00OJIMKa IJIoYe, YMje ce MeXaHU4YKe 0COOHHe
pas/MKyjy y iBa yIpaBHa IIpaBLa. BUcKoeslacTU4YHa 11oijora MoXe NpeJcTaB/baTy
NOJMMEPHU MaTepujal oJ Kojer ce Hajuemthe <¢opMupajy pasadydTH
HaHOKOMIIO3UTH.

Kopucrehu Kirchhoff-oBy Teopujy nsiouda pedunHucahemo koMmnoHeHTe

IIoMepama IyX X, Y, Z 0ca IPOU3BOJbHE TAa4Ke y CPe/Hb0j PaBHHU IlJI0Ye

5 dw adw _ 6.1)
il=u-—-z—, V=v —z—, w=w, .
0x dy
. ow ow
A€ CY U M V KOMINOHEHTHE NOMepaa y CPeA0j paBHU II0Ye, Z 7= U Z 5= Cy

KOMIIOHEHTe I[OMepawa ycjeJ, poTaluje TMOoNpeyHor Ipeceka U W je

TpaHCBep3aJIHO TIOMepake TayaKka Cpe/itbe paBHHU 1JI04e. JInHeapHe fedopMarliyje

y TNpPOU3BOJ/bHO] TAYKU Ha OJCTOjatby Z O CpeJilbe pPaBHU ILJIOYE MOXKEMO
OZlpeIMTH Ha OCHOBY noMepama (6.1) y cinegehoj popmu

ou 2w ov 02w ou 0v 0%w

€ax = 5y T gg2 Ey T a—za—yz,yxy = E-’_a_ Zzaxay

TIE CY Exx U )y, HOpMaJIHE JiepopMallHje, a Yy je cMudyha fedpopmanuja. Eringen-

=0, (6.2)

OBa HeJIOKaJiHA TeOopHja ce MpUMEYje Aa OUCMO y3enau y o063up edekTe
BeJIMYMHeE, Tj. ePeKkTe MaJjie CKajle, Ha OCLWJALlMje OPTOTPOIHE HAaHOILJIoYe Ha
BUCKOEJIaCTU4YHO] mojio3u. EdekaT Jucunanuje MexaHHU4YKe eHepruje ce
Mo/Jiesiipa GppaKIMOHOM BUCKOEJACTUYHOM peJialiijoM Koja ONHUCyje UHTePaKLUjy

HAHOIIJI0OYE U BUCKOEJIAaCTUYHE I104JI0oreE.
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=z Henokperna ocHoBa

Csuka 6.1. HaHonsioya Ha ¢paKLIMOHO BUCKOEJIACTUYHO] MOAJI03U

HenokanHa ¢pakLMoHO BHCKOeJaCTHUYHA KOHCTUTYTHBHA peJsandja y ¢gopmu
npomupeHor ¢ppakuuoHor Kelvin-Voigt-oBor Mmozena [44] 3a ABOJMMEH3UOHATHU

OPTOTPOIHU C/Iy4aj je Aatay popMu

txx
A—uV?)| by |=

Txy
[ Eor(1+c¢R-D% + TFDF)  9,,Ee (1 + t@R-D + tfRLDF) . ]
| 1 =929, 1 =919, I Exx
912E02 (1 + T8RED + T5RLDP)  Eyy(1 + t¢RLD% + B RDF) . (;yy)

1-— 19121921 1- 19121'921 i

| 0 0 Gip(1 +T8R-De + ¢ RLDA) |

(6.3)
T/ie Cy tyy U ty, HEJIOKaJHU HOPMAJIHM HAllOHH, Ty, j€ HEeJOKaJHHU TaHTeHIUjaIHU
HanoH, Eyy, Eo, Cy peslakcupany MOJyJ/IM e/1JaCTUYHOCTH, G1, je MOZIyO KIU3ama, Ty
je BpeMe perapaauuje, @, B cy ¢dpakiuoHu mapamerpu u REDY RLDE cy
onepatopu Riemann-Liuville-oBux ¢pakiuonux ussozaa u 9;,,9,1 cy Poisson-oBu
KOeQUIUJEHTH, JOK CY Exy, Eyy,Vxy AebopManuje gate y (6.2), U3 JMHeapHe

Kirchhoff-oBe Teopuje nioua.

6.2 ]eAHaana KpeTamkhad HAHOIIJIOYE U ’b€HO pellICHhE

[IpumeHom d’Alambert-oBor npuHIMIA 32 eJleMeHTApPHU /€0 HAaHOTrpeJle,
MO>XEMO U3BECTH jeIHAYMHE JUHAMUYKE PAaBHOTEXE

00, aQy 2%w
q-+ ) + W = ph_atz , (6.4)
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OMyx | OMyy

0x c')y = Qo (6.5)
oM oM
Ny 0N,  0%u
x oy e (©7)
oN,, ON,, 0%v

oy + ox zphﬁ' (6.8)

rje je g cHnoJballllbe KOHTHHYa/IHO ONTepeheme Koje Jielyje ymnpaBHO Ha
HaHOMWI0YY, Nyy, Ny, U Ny, Cy cUJe Koje Jesyjy y paBHM Iuode, @, u Q, cy
TpaHcBep3aiHe cMudyhe cune u My, My, M, Cy MOMEHTH CaBHjatba U yBHUjaba,

AepUHUCAHU Kao

(Nxx: yy:ny'Mxxf yy’ xy' Qx: Qy) -
h/2
= f (txxr tyys Txyr Zbxs Ztyy, 2y, Tz Ty ) d2. (6.9)
—h/2
[locmaTpaheMo cay4daj kaza y jeaHauuHd (6.4) crnoJballilbe KOHTHHYaJIHO
ontepehewe g oAroBapa peaklvju BUCKOeJAaCTUUYHE MOJJIOTE, YMja je peJaldja

cuJia-oMepame Aata ¢ppakMOHUM MO/JIeJIOM ca onlepaTopoM [44]

q = Aol = 9(1 + /" RDT) " |w, (6.10)
/100 - /10
9 == (6.11)

rae ¢y Ay, U Ay TPEHYTHH, OJHOCHO, peJaKCUpPaHU MOJYyJ €eJaCTUYHOCTH
BHUCKOEJIACTUYHE TMOJJIOTe, ¥q,Y, Cy ¢$pakLUOHM NapaMeTpu U T, je BpeMe
penakcalyije.

AKo 3aHeMapuMoO NoMepawa U U V Yy paBHU HAHOILJIOYE, U Y3MEMO y 063Up
KOHCTUTYTUBHY pesanyjy (6.3) u jegHauvHe (6.4)-(6.6), nobujamMmo jeaHAYUHY
C10004HUX TpaHCBep3aJHUX OCLWJIal{ja HAHOIJIOYEe Ha BHUCKOEJIACTUYHO]
N0/IJI03U

02w d*w

aRLp«a BRLNB
pha +C[+D011(1+T D + 1, D)6x4

2w

+D022(1 + T¢RLD rﬁRLDﬁ) 3y
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0w
d0x?dy?

+2(Doxz + 2Dgse) (1 + TEFED + T REDF)

= i + 0 h 0*w + 6.12
- ,Ll axz ayz p atz QW ) ( . )
e cy
E01h3 1912E02h’3
0T A 0,6, DO T 1201 — 915050 (6.13)
Eyh? _ Gopph?® (6.14)

Doze = 10— v9,0,0) " Poss =712 -
JlobujeHe ¢pakuuoHe napiyjaine gudepeHidjajiHe jelHAYUHE KpeTamha MPOCTO
0CJIOeHe OPTOTPONHEe HaHoMIo4Ye he OGUTH pellleHe aHAJTUTUYKU U TO TPUMEHOM
MeTo/le pa3/iBajalba IpoMeH/bHBUX, Laplace-oBe TpaHcdopmanuje, Mellin-Fourier-
oBe HHBep3He TpaHcdopManuje U Cauchy-jeBor pauyHa ocTaTaka, Kao U y Cay4ajy
HaHorpe/a. Pememe je faTo y QyHKIMjU [iBa YJaHa IJie je NPBU TaKO3BaHU JpUPT
WJIM PaBHOTEXHHU Jle0 pellewa. [|pyry 4iaH je OCLUJIATOPHU Jieo pellerma Koje ce
IpUTylLIyje OKO paBHOTEXKHOT Jiesla pelleba.
3a IpoCTO OCJIOKkEeHY HAHOIJIOUY PEeTHOCTAaB/bEHU CY FPAHUYHU YCJIOBU Y
00JIUKY
w(0,0,t) =w(a,b,t) =0, M(0,0,t) =M(a,b,t) =0, (6.15)
Y IOYETHH YCIOBH Y OOJIUKY
w(x,y,0) =0, w(a/2,b/2,0) = w,. (6.16)
[Ilpumenom Laplace-oBe TpaHcdopmanuje Ha jegHauuHy (6.12), y3umameMm y
063up mnoyeTHUx ycjaoBa (6.16) u cpebuBaweM ojrosapajyhux uyjsaHoBa ¥y

jeqHa4YHMHU J06HUjaMOo
211 o + o —+'1°° [1-9(1+ (pry)") 2] |1 o + "\ w
P H\ox2 dy? v ph P K\ 9x2 dy? v

_ 0*w 1 B
+<W _MW> + p—h[l + (pr)a + (p’l'p) ] '

04w 04w 04w
Do11 Fpn + 2(Do12 + Dogs) 9x20y? + D32 iyt

=W, (6(x— a/2,y—b/2) +M6(x—a/2,y—b/2)>.

Py (6.17)
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[IpeTnocTaBuhemo pemewe jegHaunHe (6.17), Koje 3a/J0BO/baBa rPaHUYHE YCIOBE
(6.15), y 061Ky

DEYD) = ) T (P)sin(knx) sin(ky)

n=1
m=1

rae cy k, = nt/a, k,, = mn/b u Ty, (p) cy HenosHaTe pyHKIHje.

(6.18)

3aMeHOM IpPeTNOCTaB/beHOT peulewa (6.18) y (6.17), yaumameM y 063Up

yCcJ0Ba OPTOTOHAJHOCTH COINCTBEHUX aMIUIUTYAHUX OGYHKLHWja U pa3BojeM
NOYETHHUX yCJI0Ba y cuHycHU Fourier-oB pen, 1o6ujamo

oo _ A _
PTam + - [1= 91+ (p7)") 2| T + [1+(5,)" + (07)" | Tom
pP Nnm
4w,

. nmN | mr
= E sin (7) Sin (T), (619)
rae Cy BpegJHOCTU N U 14_ jJgaTte

Mom = 1+ u(k2 + k2),
_ 1
Anm = p_h [D011k3 + Zk%k‘?n(D012 + DO66) + D022k7"1-n]'

(6.20)
Ha kpajy no6ujamo pememe 3a Heno3sHaTe GpyHkuuje T, y Laplace-oBoM foMeHy
Kao

_ R . /mm\ . /mm
Tnm(p) - fnm(p) Sin (7) sin (T)’ (6.21)
rae cy
4ir,
" ab’

Aoo Apm p
frm(®) = + ZR[L =0+ (pT)") ] + [1+ ()" + (07,)]. (622)

Pememwe jenHaunHe (6.21) ce Moxe 3amucaTH Y BpEMEHCKOM JIOMeHY NPUMEHOM
Mellin-Fourier-oBe ¢popmyse y 061Ky

c+ico
Tpm (1) = Ziﬂij;_ioo Tom(p)ePtdp. (6.23)
3a u3pauyHaBamwe HHTerpasa (6.23) MopaMo Hajlpe oApPeUTH CUHTYJIapHe TayKe
KoMiiekcHe pyHkuuje (6.21). dynkumja T, (p) uMa gBe TauKe rpaHama p = 0 u
p = ©0 U MPOCTE MOJIOBE KOjU CYy KOPEHHU KapaKTePUCTUYHE jeTHAYNHE
fum(p) = 0. (6.24)
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[IpuMeHOM padyHa ocTaTaka, jeAHadyuHy (6.23) mMokeMo nucaTtu y ciefnehoj

dbopMu
Tom (£) = TAHE(E) + TV (0), (6.25)
. 1 * , _ ,
T,‘li,ﬁllft(t) = Z_mf [Tnm(se“”) - Tnm(se‘”)]e_“dp, (6.26)
0
TYRT(©) = ) reslTum(@)eP’], (6.27)

J
rae T (+) 03HauaBa paBHOTEXHHU /1€0 pelema, a TP (t) je ocuuiaTopHH Jeo. Y
jeiHayuHU (6.21) cymupaMo MO CBUM H30JIOBAHHUM CHUHIYJapUTEeTHMA Tj.
nosioBuMa p = p;. [I[puMeHoM wucTe npouejype Koja je onucaHa y MpeTXOAHUM
norjaB/brMMa M y [44], 3a oapebuBame KopeHa KapaKTepUCTH4YHe jeJJHAYHWHE
YBOAMMO Hajpe cMeHy p = re'¥ y (6.24), mTo gaje

r2ei?¥ 4 w2[1—9(1 + (rr)ne”¥) )

+ W0 (nm) [1 + (rep) e + (”p)ﬁeiﬁlp] =0, (6.28)
rae cy
A A
—__® 2 __Ynam
wgo - ,Dh’ Womm) = nnm. (6.29)

Pa3ziBajatbeM MMarvHapHOr U peasIHOT JeJsia, NPeTXOAHY jeJHAauYuHy MOXKeMO
HamnucaTH y 06JIUKY

72 cos 21 — wgoR;fﬁ cosy,®,, + a)g(nm)Raﬁ cos Dyp + w3 + a)g(nm) =0,

(6.30)
r2sin 21) + W& R, siny, @, + 0§ Rap Sin Pep = 0, (6.31)
rae Ccy napaMeTpu
_ Y1 2y,
R, = \/1 +2(r7y) Tcos(ri) + (r7y) ", (6.32)
rT,)"* sin
tano, = oSNV (6.33)
1+ (rrl) cosy1Y
2a a B 2B
Rap = | (rep) ™ + 20) (rey ) cos(bla— ) + ()™, (638)

a . B .
tan by = (rrp) sin(ay) + (rrp) sin(Sy) (6.35)

(rrp)acos(oap) + (T'Tp)'BCOS(ﬁl/J)’
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Jo6HjeHH yBohemeM MNoJapHUX KoopAuHaTa Rge'®z u Rﬁeiq’ﬁ 3a YJIaHOBeE
jenHauyMHe Koju cy y 3arpagama. Cuctem jegHauuHa (6.30) u (6.31) HeMa KopeHe
3a BpegHocTu yraa 0 < [ < m/2. YBohemweM HOBUX cMeHa X; = 1Ty, U X, =TTy,
MOXXeMO Hahu BpeJHOCTH yrJja P U mapaMmerpa r. Hajupe enuMuHHCambeM
napametpa 2 ogpehyjeMo BpeJHOCT Y U3 TPaHCLEHJeHTHE jeJHauuHe

WS R, 20 siny, @, + Wfm)Rap Sin Pgp

tan 2y = — , 6.36

v WG (umyRap €0s Popg — LR, cosy, Py, + 02, + 0 (6.36)

¥ 3aTUM BPEAHOCT T U3 ciejiehe jeqnaynne

, wER, Y siny, @y, + WfumyRap Sin Pop
rd=-— : , (6.37)
sin 2y
rje cy caja
R, = J 14 2X)* cosy, i + X211 X7, (6.38)
Xt siny
tan®, = 7 , (6.39)
1+ X, cosyyp
Rop = \/XZ“ +2X2xP cos(p(a — B)) + X7, (6.40)
X{ sinay + Xf sin Sy

tan®@,p = (6.41)

X¥cosay + Xf cos Btp.
Habene BpeaHoCcTH BpeMeHa peTapjaldje, yrjia 1P u mapaMmeTtpa r oapebyjy
BPeJJHOCT KOpeHa KapaKTepHUCTHUYHE jelHAYHNHE

p1p =ret¥ =—§54i0. (6.42)

Y ropmwoj jefHauuMHU O je peaslHU [Jle0 KOMIJIEKCHOI KOpeHa M IpeJCcTaBJ/ba

KoeQUIMjeHT Tyllewa, JOK HWMaruHapHu Jeo () TpejAcTaB/ba KpYKHY

¢pekBeHujy. Takobhe, kao y (4.31), Mo>keMoO 3a aCUMIITOTCKe BPEJJHOCTH BpeMeHa

perappauuje 1,,7; >0 W T,T; > © OAPEAUTH BPEAHOCTH KOHjyroBaHO
KOMILJIEKCHUX KOpeHa KapaKTepUCTUYHE jeJlHAaUUHE Y 00JUKY

Pz = Hlwi(1 —v) + a)g(nm)] 1z (6.43)

P(eo)1,2 = Ei 00, (6.44)

BpeHOCT KOMIIEKCHOT KOpeHa pP(gy12 3a Tp, Ty = 0 oArosapa ¢pexkBeHUHU)U

eJIAaCTUYHOT CUCTeMa Tj. CJIy4ajy KaJla HeMa peTapAalMOHUX NPoLieca y CUCTeMY. Y

cay4ajy Kajja Tp,T; — ©, aCUMITOTCKa BPeJHOCT (ppeKBeHLUje CHUCTeMa TeXH

127



0eCKOHa4YHOCTH, YIIPKOC TOME LITO TO HUje KapaKTepUCTHUKa QpaKUOHUX MoJesa
ca oneparopuma [44]. Y oBoM ciy4ajy, ZOMUHAHTHY YJIOTY Mpey3uMa MpOLIUPEHU
¢pakuuonu Kelvin-Voigt mozen koju cnaga y aAudy3woHM TUN MoJjiesla ca
0COGMHOM Jla ppeKBeHIMja pacTe ca IOPacTOM IIPUTyLIeHha Y CUCTEMY.

3a ogpebuBame paBHOTEXHOI J[lesla pellema Koje ONuUCyje Mpolec

peTapjaluje y CUCTEMY MOXXEMO HAUCATH

o =2 "Dt sin(dyn) e ~dp, (6.45)
rae cy
4
R, = %smngsm n;n (6.46)
_ 33
Dnm R2{-} + 32{}, dpm = @, (6.47)
R{} = Re{fym (set™)}, 3{} = Im{fn(se*™)}. (6.48)

Y HacTaBKy, Ha OCHOBY NpPEeTXOZHO oJipeheHor mapa KOHjyroBaHO KOMILJIEKCHUX
noJioBa p; , = —6 * i), oApehyjeMo ocLUIaTOPHU J1e0 pelera y 06JIMKy

TYIPT () = res[Ty, (p1)ePrt] + res[Tm (p2)eP2t] = Ae %sin(Qt + @),  (6.49)
rze cy

_ZRZ{l f”’”(relw)l [ af’”(relw)l } (6.50)

iy i

tan(p) = afnm(re )l [ af”m(re )l (6.51)
%P(p) = 2p + 0u0y1y2 1 (P ) T (pr )T 4

+ @3m (e (5) + B, )" ). (6.52)

Y ropw0j jefHauYMHU ‘R U I 03HA4aBajy peasiHU, OAHOCHO UMaruHapHHU /leo IpBOT
M3B0/la KapaKTepUCTHUYHE jeJlHAaYNHE, KOjUu je no6ujeH Ha ocHOBy Heaviside-oBor

pa3Boja.
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6.3 Hymepuuka aHa/i1u3a

Y cBpxy cnpoBohewa HYMepUUKHUX eKCllepUMeHaTa, YCBojeHe cy ciefehe
BpeJHOCTH MapaMeTapa U3 paga [100]: pesakcHupaHM MOJYyO €eJacCTUYHOCTHU
(y3uMaMo Ja je eKBHBaJIeHTaH Young-oBOM MOJYJY €JIaCTUYHOCTH 3a rpadeH)
Ey, = 2.434 [TPa], E,, = 2.473 [TPa], Mmoayo knusamwa G, = 1.039 [Pa], p = 6316
[kg/m3], Poisson-oBu koedunujeHTH Y1, = Y,; = 0.197, aykuHa HaHONJOYe
a =9.519 [nm], wupuHa HaHomaoye b = 4.844 [nm], BucuHa h = 0.129 [nm)],
KapaKTepUCTUYHA JAykuMHa k = 1.5 [nm], HesiokasHM mnapaMmeTap e, =1, u
napaMeTpyd BUCKOEJACTUYHOT coja Ay, = 26 [GPa] u v = 9/10. CBe cumysnanuje
Cy IpUKa3aHe y MOAy ociuJioBakan = m = 1.

Cnruke 6.2 a) u 6) mnpukasyjy KOMIUIEKCHE BpeJHOCTH KOpeHa
KapaKTepUCTH4YHe jeAHauyWHe Yy OyHKLWjU oJf mnapaMeTpa X, =17, U 3a
duKcrpaHe BpeJHOCTH OCTaJIMX NapaMeTapa, IZie je UMardHapHU [Jleo Kpy»KHa
dpekBeHLMja a peasHU Jleo KoeduUlMjeHT ryliema. Moxke ce yoyuTH Ja Cy
npoMeHe ¢pekBeHlMje U KoedpulMjeHTa Iryllemha Mase 3a NpoMeHe X,. CMamemwe
BpeAHOCTH paKLMOHOI TapaMeTpa y; CMambyje BpeHOCT KoedUIMjeHTa I'yliemha
aJii He U Kpy>kHe ppekBeHuUje. Takohe, npumehyje ce ¥ 3Ha4yajaH yTulaj IpoMeHe
napameTrpa X; = 1T, 4uje mobehare M3a3WBa 3HaYajHO IOMeparbe MOYETHHX
BPeJJHOCTH KOMIIJIEKCHUX KOPEeHa.

Cnvke 6.3 a) ¥ 6) npuKa3yjy NoHallakbe KOMILJIEKCHUX BPeJJHOCTH KOpeHa
KapaKTepUCTUUYHE jeJlHAUMHe Yy OYHKLUUjU NapaMeTpa X; M 3a (QUKcUpaHe
BPeJHOCTH OCTaJIUX NapaMeTapa. Moxke ce NpPUMETUTH 3HayajHo mnoBehamwe
Kpy:kHe ¢pekBeHLMje cucTeMa npy noBehawy mapamerpa X;. OBakBO aHOMaJIHO
noHaulawe npouupeHor ¢pakuuoHor Kelvin-Voigt mozena, rae ¢pexkBeHILHja
pacTe ca noBehawmeM napamMeTpa NPUTYLIEHa, jeCTe KapaKTepUCTHUKA AUY3UOHOT
Tuna (QpakLMOHUX BUCKOEJNACTUYHUX MoJesa [44]. Mehyrtum, oBaj edekar je
Makbe HU3pakeH KoJ Behux BpeAHOCTHM (pakLUOHMUX I[apaMeTapa, Tj. 3a OHe
BpEJIHOCTU Koje cy 6JiMcKe 1es06pojHoM u3BoAy. [lopehewem ciavka 6.3 a) u 6),
MO>Ke Ce jaCHO YOUMTH c/1ab yTHIaj NapaMeTpa npuryuema X, Koju ce 0JHOCH Ha

BUCKOEJIAaCTUYHHU CJIO].
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Ha cinnu 6.4 npukasaH je yTHIAj HEJIOKQJHOT NapaMeTpa Ha KpYXXHY
bpekBeHLH)y U KOeQULMjeHT ryllewa CUCTeMa OPTOTPOIIHE HaHOIJIoYe Ha
BUCKOEJIACTUYHO] Nnoz/103U. Kao 1WITO je O4eKUBaHO, U y CJy4dajy HEJOKaJHOT
MoJie/la HaHOILJIOYe J0J1a3d [0 CMambewma QpeKkBeHIUje cucTeMa ca nosehamweM
HEJIOKA/IHOT IapaMeTpa Kao U KoJ HaHorpeza. OBakBO IOHallame je YCA0B/bEHO

CMamemheM YKYITHE KPyTOCTH CUCTEMA KOje je MPUCYTHO KO/ HeJIOKaJHUX MOo/iea.

1.6352315 T T T T T 1.6352315

1.6352312F 1.6352312

1.6352308 1.6352308

wi

1.6352304 [ 1.6352304 [

E+i0
1.635230 L L i L

i x10%  1.635230 i . . . , x10
—6 -5 -4 -3 -2 -1 0 14

Ciuka 6.2. KomnsiekcHU KopeHHU Yy yHKLUjU napaMeTpa X, 3a a, § = 0.9,
Y2 =098 na)X; =1x107%,6)X; =1x107°.
KonauHo, Ha civnu 6.5 je npukasaH yTylaj ¢pakMOHUX IapaMeTapa HaHOIJI04Ye
a 4 [ Ha ocuuJanyje HaHOIMJOYe Yy BpeMeHy. Mory ce NpUMeTUTH pasUYUTa
IpUryllewmha y CUCTEMY 3a pa3/IMyMTe BpeJHOCTU PppaKLMoHUX MapaMeTapa. Kox
OB/le IPUKa3aHUX CUMYyJallkja 3a oMepara HaHOIJIoYe y BpeMeHY 3aHeMapeH je

y’muaj PaBHOTEXHOT [ieJia pelllekha 360r MaJe BpPEeJHOCTH.

Ciuka 6.3. KomniekcHU KopeHHU Y QyHKLUjU TapaMeTpa X; 3ayq,Y, = 0.9,

B =0.9a)X, = 0.001,6) X, = 10
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a) 6)
. : . . i f(1011

o0sf

04

unof
0.3

0.2r

01f

b ‘ . . 0" , , : x10"

0 1 2 3 4 2% 1 2 3 p

Ciuka 6.4. YTuiaj HesJl0KaJIHOT IapaMeTpa ey 3a X; = X, = 0.1,
Y1, Y2 = 0.5u f = 0.9 Ha KOMIJIEKCHY BPEeHOCT KOpeHa

a) Kpy>kHa ¢ppekBeHIIMja, 6) KoePUIMjeHT I'yuiemha

Ciauka 6.5. Hanomiova 3a X; = X, = 0.1, ¥4, ¥, = 0.9 a) paBHOTEXHHU /€0

pelliea, 6) ocluIalMje TOKOM BpeMeHa
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I'maBa 7

HesimHeapHa aHa/IM3a HaHOTpe/Je Ha PPaKIUOHOj BUCKO-
Pasternak-oBoj nogs03u. KomG6uHOBaHa pe30HaHLA

7.1 YBoaHa pa3sMaTpama

AHanu3vMpaH je yTHULLAj TeOMeTpUjCKe HeJMHEeapHOCTH HaHorpeJe U
dpakuuoHe mnopjore BUCKO-Pasternak-oBor Thma Ha AMHAMUKy M CTaOUJIHOCT
cucteMa. Mozes HaHorpe/ie je 3acHoBaH Ha Euler-Bernoulli-jeBoj Teopuju rpese u
Eringen-oBoj HesiokasHOj Teopuju enacTudyHocTU. [IpernocraBuhemo pga ce
HaHOrpeJa HaJja3u Ha QpaKLMOHOj BUCKO-Pasternak-oBoj mogso3u u ga je mop
VICTOBPEMEHUM [1€jCTBOM BPEMEHCKU IPOMEHJ/bUBOT aKCHjalHOT onTepehemwa, Kao
Y CcloJballllbel TpaHCBep3aJHOT onTepehewa. JeaHaunHa KpeTawa cucTteMa je
n3BejgeHa npuMeHoM d'Alambert-oBor npuHLMIA 3a eJeMEHTAapHU [Ie0
HaHorpe/e. 3a o6Ujamke apOKCUMATUBHOI aHAJIUTUYKOT pelllerkha aMIINTYAHO-
dpeKBeHTHe KapaKTEPUCTUKE CUCTEMA IPUMEHEHA je MEeTO/la BHIlle BpeMEHCKUX
CKaJla. AHa/JM3UpaH je ciayyaj CTalMOHApHOr cTama (steady-state response) 3a
KOMOMHOBAHY NapaMeTapCcKy M CHOJ/ballilby Pe30HaHLy, Tj. Kaja cy ¢ppekBeHLUje
IPOMEHJ/bUBOI aKCHjaJIHOT onTepehewa U cHoJballilber TpPaHCBEP3aJHOT
ontepehema ABa myTa Behe W ABa myTa Mambe OJi CONCTBeHe (peKBeHIUje
cucteMa. Takobe, Ha TpUMepy HEKOJIMKO HyMEePUYKUX CUMYyJlalikja, aHaJIu3UpaH je
yTULAj pa3/IMUUTUX NapaMeTapa MoJeJsa Ha JUHAMUYKO MOHalllake HaHOTpeJe.

Jleo pe3y/TaTa NpUKa3aHUX Y OBOj IJIaBU NPe3eHTOBaH je y [145].

7.2 JeaHauyMHa KpeTama HaHOTrpeje Ha PpPaKIMOHOj BUCKO-
Pasternak-oBoj noasjiosu

Ha ciunu 7.1 npukasaH je GU3WYKUA U MEXaHUYKU MOJieJl HaHOTrpezie Koja

je MoBe3aHa ca HEMOKPETHOM OCHOBOM CJIOjeM KOjH je MojesaupaH GpaKLHOHOM

BUCKO-Pasternak-oBoM KOHCTUTYTUBHOM pesaauujoM, [139]. Ilpema [122],
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bU3UYKY MOJies1 yI/beHUYHEe HAaHOLEBU ca M0 jeJHUM cJiojeM PUKCUpPAHUX aToMa
Ha ob6a Kpaja Moxe ce NpejCTaBUTH MeXaHUYKUM MOJIeJIOM MPOCTO OC/IOHEeHe
HaHorpeJe cjauka 7.1 a), 6), JOK ce HaHOLEB ca Bulle PUKCHPAHUX CI0jeBa aToMa
Ha KpajeBMMa MOXe NPEJCTAaBUTH MOJEJIOM 0OOCTPAHO YKJEIITeHe HaHorpeje
ciuka 7.1 B) u r). Heka je HaHorpeza ayvHe L, TYyCTHHE p U KOHCTaHTHe
MOBpUIMHE TMOINPEYHOI mpeceka A XOMOTeHa U OCLHuJIyje y TpaHCBEP3aJHOM
npaBly, YIpaBHO Ha x ocy. C/ioj moJMMepa KOjUM je HaHOTpeJa CIperHyra ca
HENOKPETHOM OCHOBOM, MoJejaMpaMo GpaKLUOHOM BUCKo-Pasternak-oBom

I10/IJIOTOM.

b
—

Pukcupanu cnoj
aToMa yr/beHHKa
EMHHOYIA BWOLE
{orro HHEdHINH D

A BWOLE

udgalorrd uHedHINU D

aToMa yIJbeEHHKa

BMHHOLL

= e
Henm{pe'rHa 0OCHOBa

PUKCHPaHH CJI0jeBH

\l

Ciauka 7.1. UnycTtpanuja HaHorpe/ie Ha ppakLoHOj BUCKO-Pasternak-oBoj
II0/IJI03U 3a IPOCTY HaHOTpey a) GU3NUKHK MoJeJ, 6) MEXaHUYKH MOoJieJl, 3a

060CTpaHO YKJIELTeHY HAHOTPeay B) GU3UYKHU MOJIeJ, T') MEXaHUYKU MO/iel

YcBajaweMm Euler-Bernoulli-jeBe Teopuje rpena, moMepame NMpOU3BObHE TadyKe

HaHoOrpejie NUIIeMo y ciaezieheM 06/uKy
ow(x, t)
ox '

rjie cy U, U w, oMeparma HaHOTpe/le Y aKCHjaJIHOM M TPaHCBepP3aJHOM INpaBLyy.

Uy(x, t) =ulx,t) — z w,(x,t) = w(x,t), (7.1)

Axo nomepawa (7.1) 3amenumo y von Karman-oBy penanujy gedopmaiiyja-
noMepatbe 1061jamMo

0, 1/0w\> du  3*w 1 /0w\*

=5 1) &)

G =50 T2\ox) Tox %oz T2\ox
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rJe &, NpeicTaB/ba AedopMauujy y x mnpanuy. [IlpumeHom d’Alambert-oBor
NpUHIMIA 32 eJleMEeHTAapHU Jle0 HaHorpeJe, Ao6UjaMO jeflHAUMHE JUHAMHUYKe

paBHOTEXeE Y 0OJIUKY

W\ ) ()+6<P6W)+1(0W)2_ 427w (7.3)
ax T =S+ P30 5x) TP '
oP Aazu 74
ox PP '

oM,
-V, (7.5)

0x

rjae je szAfxsz TpaHCBep3aJiHA CUJIA, P=fAtxdi je akcujasHa cuJa,
M, = | zt,,dA je MOMEHT caBHujama, a T,, je HeJIOKaJIJHU TaHTeHLWjaJIHU HalloOH
s ALtxx xz

JlI0K je t,, HeJIOKaJJHU HOpMaJHU HanoH. CrnoJbalikbe BpeMeHCKH NPOMEHJ/bHBO
KOHTHHYaJIHO oniTepeherbe je o3HaueHo ca f (x, t) nok é(x) nmpeacTaB/ba peakiujy
dpakuunoHe Bucko-Pasternak-oBe nmojjiore Ha KpeTamwe HaHOTpeJle.

BpeMeHCKU NpOMeHJ/bUMBO crHoJballikbe onTepehewe ycBojuheMo y 06auKy
f(x,t) = F,cosQ,t, tne je , ¢pekBeHIWja cHoJ/ballltbe MNpPUHYJE. YTHIA]
¢dpakuuoHor BuUCKO-Pasternak-oBor cioja, kao y [139], npepcraBuhemo
pesainujoM cusia-noMepame y ciaegehoj popmu

E(x) = 6§ REDOw + GPRLD“ <6627M;) (7.6)
rae cy 6 u G, KoepuuujeHTH BUCKO-Pasternak-oBor cioja u RLD® je onmepartop
Riemann-Liouville-oBor usBo/sia ¢ppakimoHor pesa.

Jla 6uMoO U3BeJM jeJlHAUMHY KpeTama HaHOTpeJie Ha BUCKO-Pasternak-oBoj
M0/IJI03U, HajIpe TpebaMo OoJpe/IUTH aKCHjasHy cuay P, Koja mpezcTaBs/ba CyMy
CWJia Koje Jieslyjy Ha Kpajy HaHorpeje. 3aMeHOM jeaHauuHe (7.2) y HeJOKaJHY
KOHCTUTYTUBHY peJauujy enacTuyHor Tesa (1.61), U y3uMawmeM y 0063up
jenHa4YMHa 32 aKCUjaJIHy CUJIy U MOMEHT, J00MjaMO HeJIOKaJIHy GOpMy jeHAUMHE

aKcHjaJiHe cuJjie y 00JIMKY

p %P 4 u N 1 <aW)2 7.7)
Hoxz = dx 2\ox ’ '
Kao U HeJIOKaJIHU MOMEHT
0% M, 02w
M. — = —FE]——. .
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2
Ako kao y [129], y jeqHauuHHU (7.4) 3aHeMapyMMO UHEPLIMOHU 4yaH pA 373, Taja je

aKcvjasiHa cuJia P jeqHaka CyMM CUJa Koje ZieJlyjy Ha KpajeBMMa IPOCTO OCJIOHeHe

rpejie U cuja Koje MOTHUYYy OJ] TeOMeTpUjCcKe HeJIMHeapHOCTHU. 3aHeMapUBalbeM

a2%p

aKCHjaJIHOT MHepIUOHOTr 4JaHa u3 (7.4) gobujamo Ja je g_xp =0wu Pyl 0, Te us
jenHauyuHe (7.7) nobujamo
du P 1 (6W>2 (7.9)
dx EA 2\ox '

HWHTerpasbemeM MpPeTXO/HE jefiHAYMHE MO JYKUHU HAHOTPeJie, U Y3UMatheM y
063Up TpaHUYHHX YCJIOBA 3a NMoMepamwa y akcdjasHoM mpaBny u(0,t) =0 u

u(L,t) = AL, rae je npeMma [129] AL = FL/EA, no6ujaMo jefHa4YMHy 3a aKCHjaJHy

cuy
p=rh L1(aW)2d (7.10)
—rTor), 2\ex) '
[lpernocraBuheMo Aa je akcujasina cuna obauka F = —(Fy + F; cos Q;t), rae je Fy

aMIIMTYyJla CTaTU4YkKor onrtepehemwa, A0k je F; aMmiauTyAa JUWHAMUYKOT
ontepehemwa ppexkBeHuuje (1. Konauno, us jegnauyuna (7.3)-(7.6), (7.8) u (7.10)
Jlo6WjaMO HeJIMHeapHy MNapuujajHy JudepeHLUjaJHy jeAHAYUHY KpeTamwa

HaHorpeJe GpaKLMOHOT pe/ia y 06JIUKY

a’w fimg [O°W 0%w
pAF-I_ D*wn+ "D 92 Gp+(F0+F1COS.Q.1t)W
EA0*w (L1 (OW)Z dx + El o*w
2L 0x% ), 2\ox * ox*

A o'w +RLD“62W + RLp« o'w G, + (Fy+F Qt)a4w
H1P2 5t29x2 ox2 | axt ) T Vo T FLCOSSb)Trg

EA 0*w L1<6W
2L ax* J, 2

2
a) dxl = F, cos (Q,t. (7.11)

JenHauuHy KpeTamwa (7.11) MoxeMo 3anucaTyd U y 6e34MMeH3Uu0HO0j GOpMU Ha

caeaehu HayuH

azw RLpna— S RLpa aZM_/ ~ I L 'e) azw

F-I_ D*w & + “*D ﬁ Gp+(F0+F1COS.QlT)ﬁ
§62Wf11<aw>2d_+64w 2 0w +RLDaaZWS+RLDa 0w G
o2 ), 2\ax) “ T ozt " |or2o%2 0%° 9z )P
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o 9tw _otw Y1owmn ] -
+(F0+F1 COSQlt)W_RW . E(ﬁ) dx :FZ COS.QZt, (712)

rae cy 663,ELI/IMGH3I/IOHI/I napaMeTpHu AaTHU KaO

Y wo_ X 2 K El 1z a a.a S L4 a

W=Z,X=z,77 =z, :<L4pA> ,T=1tc,T =tc,5=6ﬁc,
G__GLZ aﬁ_LAF_FOLZ _ RIZ R J1a
pT U N T T g T T T2 T g (7.13)

be3aMMeH3U0OHO IOMepake y TpaHCBep3aJHOM IIpaBLy je w, 5 u Gp cy
6e3JMMEH3UOHH KoepUIMjeHTH MpUTylIeha U CMHUIamka BUCKO-Pasternak-oBor
c/0ja, n? je 6e3AMMEH30HM HeJIOKaJHM napamertap, F, u F; cy 6e3pumMmeH3noHe
aMILIUTyZle CTaTMYKOr W JuMHamuyor ontepehewa u F, je 6Ge3gMMeH3HMOHA

AMIJINTY A CIIO/ballllbel ANHAMHUYKOT onTepeheI-ba.

7.3 Pelieme HeJIMHEApPHe je JHAUYMHE KpaTamba

Y onuiTeM ciay4ajy, aHaJUTUUKA pellemha HeJIMHeapHUX AudepeHLujaJlHuX
jeqHa4YMHA y 3aTBOPEHOM OOJIMKY MOCTOje 3a BeoMa MaJsivi 6poj jeAHAYUHA, T€ je Y
JIUTepaTypu paspabheH BeJUKU OPOj HyYMEPUYKUX U allpOKCMMAaTUBHUX MeTO/a 3a
IbUXOBO  pellaBake. 3a  JAUCKpeTH3alMjy  HeJMHeapHe  NapliyjajiHe
audepeHuujasiHe jegHauyuHe ¢pakuuoHor pexa (7.12), mnpema [143],
npuMeHuhemo Galerkin-oBy mMeToAy 3a jefjlaH MO/l ocliMJiOBama (anpokcumaiiyja
N0 jeAHOM MOJY OCLMWJOBama), W [JA06ujeHy ¢GpaKUUOHY HeJUHeapHY
AudepeHlMjasiHy jelHAYUHY pEIIUTH MepTybalMOHOM MeTOJO0M  BHIIE
BpeMeHCKUX cKaJsa, B. [138]. Hajnpe hemMo nmpeTnocTaBUTHU peliiewe jeJHAUUHE
(7.12) y 061uKy

w(x,7) = $p(%)qn (1), (7.14)
rae cy ¢,(¥) u q,(r) ammauTymHa, OJHOCHO BpeMeHCKa OQYHKIMja U The je
n=1,2,..,00 6poj MozAa. Y Aa/boj aHanu3u 6uhe pasmaTpaH caMo NPBU MOJ,
OCLIMJIOBaka HeJIMHEApHOT cUCcTeMa. 3aMeHOM MPeTHOCTaB/beHOT pellewa (7.14)
y jenHauuny (7.12), nobujamo cienehy HesmHeapHy AudepeHLUjaNlHy jeAHAUUHY
dpakuuoHor peja

G+ Br2"D*q + (Whn — B3F1 cos 017)q + B4q® = f cos Ry, (7.15)
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rze cy napaMmeTpu ofpeheHu

= 11/2
as — (a, — 772‘13)F0 / = = = G — 712“3 = —a; + lea3
Won = y Pr2=0-Gp———, f3=—"T—,
a; —nla, a; —n2a, a; —n2a,
% = R R (7.16
B‘l’ - a4B3’ f - al _nzazﬁ . )

U Ije je w,, CONCTBeHa (peKBeHIMja JMHeapHOr cucTeMa, [, je pefyKoBaHa
HeJMHeapHa KpyTOCT, fi, je KoepUIMjeHT Koju o0bjefuIbyje BHCKO3HH
KoepHUIUjeHT U KoedHUIMjeHT cMuLama Pasternak-osor cioja, B3 je koedpHuLUjeHT
y3 AMHAMHUYKY Jleo aKCHjaJHe cusie U f je MpOoIIMpeHd KoeQUIUjeHT aMIIUTy/ e

croJbaliitber JuHaMuyukor onrepehemwa. Koepunujentu ay 110 a, cy gatu
1
(G, (e, iz, s, g} = f (6, 0% 0" $, " ¢, (9)2)dx (7.17)
0

O6aMK aMmuTyAHe OJYHKIMje 3aBUCH 0Jf TFPAaHUYHUX YyCJ0Ba HaAHOTpeJe.

FpaHI/I‘{HI/I YCJIOBH ITPOCTO OCJIOKbEHE HaHOTrpeae

¥=0: w(0,7) =0, M,(w(0,7)) =0, (7.18)
x=1: w(l,7) =0, M,(w(1,71))=0. (7.19)
C/IM4HO, 32 060CTPAHO YKJIEIITEHY HaHOTPeAy UMaMo ciaeiehe rpaHuYHe ycioBe
x=0: w(0,7)=0, w(0,7)=0, (7.20)
x=1 w1 =0 w(,71) =0, (7.21)

[Ipema [143], npumenom Galerkin-oBe mMeToje AucKpeTH3alUje MO jeJHOM MOAY
OCI[UJIOBakba, MOXKEMO 32 ¢, (¥) y3eTn aMIIUTy[He QYHKIIUje IMHEeapHUX MO/IOBa
OCIIMJIOBalba MPOCTO OCJIOHEHEe U 000CTPAHO YKJelITeHe HaHOTpe/e. JInHeapHU

MOJOBH OCLJIMBala Cy HOpMaJII/I3OBaHI/I TaKoO Aa 3aﬂ0BOJBaBajy Cﬂeaehl/l YCJIOB
1
f i () by (B) d = 6 (7.22)
0

rae je 6;; Kronecker-oB jenrta cum60J. 3a NPOCTYy HaHOrpeAy aMIIMTYZAHA

dyHKIMja UMa BpeJHOCT
¢n(X) = Cy sinkyx, (7.23)

JIOK je 32 000CTpaHO YKJIELUITeHY HAaHOTpey

coshk,x — cosk,x

¢, (%) = Cy {cosh k,x — cosk,x — [sinh k,, X — sink,X ]},

k
sinhk,x —sink,x
(7.24)
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rae cy C, KoHCTaHTe Koje ce ojpebyjy us ycnosa (7.22), k, cy comncTBeHe
BPEJHOCTH, KoOja 3a NMpBU MoJ n = 1, KOJ NpOCTe HAHOTpPeJe HMMa BPEIHOCT

k, = nm = m, u Koz 060CTpaHO yKJIelITeHe HaHOTrpee je k; = 4.73004.
7.3.1 MeToAa BullIe BpeMEHCKHUX CKaJia

JennaunHa (7.15) je mosHaTtuja kao ¢pakuuoHa Mathieu-Duffing-oBa
HeJIMHeapHa AudepeHIMjasHa jeJHAaYyMHaA Ca CHO/bALIKHOM NOOYJOM KOjy caja
MOHOBO 3aMUCYjEMO Y HEIITO U3MEHEHOM 0OJIUKY

G + €B12"ED%q + (wi, — €f3F; cos Q7 )q + €faq® = f cos Q,, (7.25)
rje CMO y CBpXy oJpehuBama HCTOBpEMeHe MapaMeTapCKe U CIoJballlbe
pe3oHaHlle y jeaHauyuHu (7.25) ycBojunu cienehe BpegHOCTH IapaMeTapa
P12 = €B12, Bz = €f5 ¥ B, = €B,, TAe je € Manu MapaMeTap Koju fedHHHUILIE OFHOC
BeJIMYMHA Y TOPH0] jeAHAaYUHU. Masiu nmapaMeTap € cMO y3esH y3 GpaKkUOHU U
HeJIMHeapHHU 4JiaH y jefHa4yuHU (7.25), Kako 6MCMO pa3MaTpasiu Cay4daj ca MajJuM
NpUTylIelkeM W MajJoM HejauHeapHouthy. Tpeba HamoMeHyTH nAa ce TBpAaA
HeJIMHEeapHOCT, KOja U3a3MBa KPUBJ/bEHE aMILJIUTY/IHO-QPEKBETHE KPUBE CUCTEMA
y AECHO, jaB/ba KO/ MO3UTHUBHOT 3HaKa UCNpeJ, HeJlMHeapHor YiaHa y Duffing-oBoj
AudepeHLMjalHOj jelHAYMHHU, LUITO je cly4aj Koju UMaMo Ko jesHauuHe (7.25). 3a
pellaBale HeJiMHeapHe JudepeHUUjasHe jeaHauuHe (7.25) npumeHuhemo
nepTybanMoHy MeTOJy BUlIe CKaJa, IJie NpeTHoCTaB/baMo pellewe y caefehem
006JIUKY

q(To, Ty, €) = qo(To, Ty ) + €1 (T, Ty) + - (7.26)
rae je Tp =t 6p3a u T; = €T cnopa BpeMeHCKa ckKaJja. Tpeba pehu nga je 6p3a
BpEMEHCKa CKajla y KOopeJaliju ca JIMHEapHUM CHCTEMOM oJroBapajyhe
corcTBeHe GpeKBeHIHje, 0K CIIOPOj CKaJIM 0JiroBapajy nopeMmehaju amminTyae u
¢dase 3a BpeMeHCKH NMPOMEH/bUBO aKCHjaJIHO U croJballbe onTepeheme. Ciyyaj
KOMOWHOBAHe MapaMeTapCKe W CIOoJballlibe pe30HaHIle y HaHorpeJu jaBuhe ce
KajJla cy ppekBeHIMje MTPOMEH/bUBOT aKCHUjaJIHOT U TPaHCBep3aJIHOT onTepehema
jenHake, B. [144], na hemo ycBojuTu

8,=0,=0 (7.27)

Y 3aTUM aHAJ/IU3UPATH C/1y4aj CyD-XapMOHHUjCKE U Cyliep-XapMOHUjCKe pe30HaHIle.
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[Ipe Tora, fedprHrcaheMo BpeMeHCKe U3BO/Jie

d
- = DO + £D1 + 0(82), (728)
dt
2
Fri D& + 2eDyD; + 0(&2), (7.29)
RLD® = D&, — eaD& D, + -, (7.30)
rae ¢y D, = aaTn’ (n=0,1,2,...) omepaTopu Ieaux u3BoAa uU Di;™ = %,

(n=10,1,2,...) cy onepaTopu Riemann-Liouville-oBux usBozia ¢ppakijuoHor peja 3a
HOBe BpeMeHCKe [IpOMeHJbUBE, B. [138].
Tpeb6a HanoMmeHnyTHu na npema [138], dpakyvoOHU U3BO/J, €KCIIOHEHIIMjaHe

¢dyHK1Mje uMa ciaenehu 06uK

D giwt T elE=wgs (iw)® im_l_sinanf“’u“e"”du 731
et =— — = e , .
o+ dr)_ T(1 —a)s® Ho o, Uutiw (7:31)
rjey cayyajy a T — oo jeaHadyuHa (7.31) ce cBoau Ha
D&, e'" = (iw)%*e'vT, (7.32)

rze je i =+—1. 3amenom jegHaumHa (7.26)-(7.30) y (7.25) ¥ u3sjepHayaBameM
4JIaHOBA Ca JIeBe U JIeCHe CTPaHe jeJlHauyMHe Y3 UCTe CTelleHe Major napameTpa &°
u ! no6ujamo caesehe Be jesHauMHE

% DZqy + w,qo = f cos Q,T, (7.33)

el

€
D§qq + w§ng: = —2Do D1qo — P12D4 qo
| .
—Baq5 + 533171(31!”0 + e~10To) g, (7.34)
Peiewe jegHaurne (7.33) aato je y cieneheM o6/uMKy
qo = A(Ty)e'@onTo 4+ AeifTo 4 ¢ c. (7.35)

rie je A KomIiiekcHa QyHKIMja crope BpeMeHCKe CKaJje, C.C. INpeJCTaB/ba

KOHjyrOBaHO KOMIIJIEKCHE YJIaHOBE, /10K je A leprUHKCAHO Kao

f

AN=——7——,
Z(wgn - ‘QZ)

(7.36)

7.3.2 Cy06-xapMOHHUjCKa pe30HaHLA

VcBojumo ga je Q = 2w, + €0, TJe je 0 mapameTrap NojellaBama KOju

onucyje 6Ju3uHy To6yAHe dpekBeHIMje () Yy OJHOCY Ha JBOCTPYKY BPESHOCT
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2wy, Kpy:XHe ppeKBeHIMje IMHeapHOr cucTeMa. AKO 3aMEHUMO pellewe 3a ¢ U3
jeaHauuHe (7.35) y jeqHauuny (7.34) ¥ u3jeJHAa4MMO Ca HYJIOM CEKYyJapHM 4JiaH
e'®@onTo koju ce jaBsba y Apyroj nepry6auuju (7.34), A06ujaMo yc/I0B 3a pellaBakbe

Heno3HaTe QyHKLMje A y cinefeheM 06JUKy
-1 __ .
—2iwgnA’ — B12A(iwg,)* — 6B, AN? — 3B, A%A + 3 BsAF e*Ti =0,  (7.37)

rae je A’ = D;A. 3aMeHOM NpeTHOCTaB/beHOT pelleha A = 1/2 ae'?, rae cy a u ¢
aMIIMTYJa U ¢a3a HeJIMHeapHUX OCLUIaLMja JaTOr CUCTeMa, Y AUdepeHIvjalHy

jenHauuHy (7.37) u pa3/iBajalbeM peajHOT U UMarMHapHOT JeJa jo6ujaMmo

1

3 an
Won®' — 334/\2“ - 5134“3 — = Br2awg;, COS —

> + - ﬁ3aF1 cosd =0, (7.38)

1

—wppa’ — ﬁlzaa)On sm + ﬁ3aF1 sinf =0, (7.39)

2

rae je 8 = 0T, — 2¢ caga HoBU $a3HU yrao. 3a aHaJIM3y CUCTeMA Y CTallMOHAPHOM
CTalby NOTpe6HO je Aa 6yay UcCnyweHHU ycaoBH aa je a' = 0 u 6’ = 0, ojaksie us

jeaHauuHa (7.38) u (7.39) cnenu

1  F 3 B, an

E'B w—onCOS 0=—-0c+ 6,34 w—on + Zw—ona + ﬁlz(l)(m COS7 (7.40)
1 F am
533 w—onsm 0 = B0t sin—-. (7.41)

KBaspupaweM ropwux jeAHAuYWHA, HUXOBUM cabUpamkeM W eJUMHUHAIUjoOM

¢dasHor yrisa 6 106ujamMo MOJIMHOM APYTOT CTENeHa M0 0 Y 00JIUKY

02 —2Ko+M =0, (7.42)
rae cy K u M HOBU mapaMeTpH JJaTH Kao

3 B, ar

= 6ﬁ4 w—on + Z(A)_On Cl + ﬁlza)On CosS 7, (743)
M=|6 32y an’ +
34 Won W a’® + Brpwéy,  cos )
am 1 F

[+putrtsn D]~ 2 s ol (7.44)

oJlaKkJie caefu pellewe jenHauuHe (7.42) U u3pas 3a aMIUIMTYAHO-QPEKBEHTHY

KapaKTEepUCTUKY CUCTEMA

012 =K+VK*— M. (7.45)
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7.3.3 Cynep-xapMOHMjCKa pe30HaHIa

YcBojumo pa je 20 = Wy, t+ €0, TAe je o nmapaMeTap IojellaBama KOjU
onucyje 6JM3MHY JBOCTYKe BpeJHOCTH MobyaHe ¢ppekBeHnuje 2{) y ofHOCY Ha
BpeIHOCT KpyXHe ¢peKBeHIHje ®,, HelmopeMeheHOr JIMHEapHOr CHCTeMa.
3aMeHOM pemewa 3a ¢, 43 jegHauuHe (7.35) y jeaHauuny (7.34) wu
u3je/jHaYaBambeM ca HyJIOM ceKyJapHor 4gaHa e'®onTo y3 npyre mepry6anuje
(7.35), mobujamo ycyoB 3a oJpehrBame Heno3HaTe ¢yHKuUje A y ciaenehem

006JIMKY
-1 .
—2iwgnA" — Br2A(iwgn)* — 6B, AN* — 3B,A%A + §ﬁ3AFle“’T1 =0, (7.46)

rae je A’ = D;A. 3aMeHOM NPeTNOCTaB/beHOT pellema A = 1/2 ae'?, rae cy caga a
U @ aMIJMTyJa M ¢asa HeJMHeapHUX OCLWJIaluja J[aTor CUCTeMa, ¥
JudepeHuUjanHy jefHAYMHY (7.46) U pa3/BajatbeM peaslHOT U UMariHapHor JeJia

Jobujamo

1

3
W@ — 3PuNa — §ﬁ4a3 — =Bawf, cos = 4 2 ﬁ3AF1 cosf =0, (7.47)

2

1
—wo,a’ — ﬁlzaa)On sm > + ,83AF1 sinf =0, (7.48)

rie je 0 =0T, —¢ HOBU ¢asHu yrao. [la 6UM ce aHaJU3UPAO CUCTEM Y
CTAl[MOHAPHOM CTamy, MOTPeGHO je Aa 6yAy HUCIyHEeHU YCI0BU Aa je a' =0 u

0’ = 0, omakie u3 jesHayuHa (7.47) u (7.48) caenu

AR s = —o+3 2By = 7.49
,33 W Cost = —o [34 Won 8w0na Br2wiy ! cos 5 (7.49)
1 AF, 1 an
=[5 sinf = 3120)011 sin—. (7.50)
2 on 2

KBaspupaweM ropwux jeAHAuYWHA, HUXOBUM cabupameM U eJUMUHALUjoM

¢dasHor yrza 8 nobujamo

0% —2K,0+M; =0, (7.51)
rje cy cajila K; u M; 1aTu y 06JIUKY
K, = 3ﬁ4— + —ﬁa + Brow§y?t cosﬂ, (7.52)
Won Bwyy 2
M, = 3,84—+—ﬁa +1ﬁ12w0n cosﬂ2+
Won Bwyy 2 2

141



= 12
am 1 AF l (7.53)

1 L 2
E.Blzwgn !sin > ] - li B3 aw,,,
oJlakJie cyieJiu peliewe jeasHaurHe (7.51) Koje ogpehyje aMmanTyAHO-GpeKBEHTHY

KapaKTePUCTUKY CUCTeMA y O0JIUKY

0-1/2 = Kl i ’Klz - Ml' (7.54‘)

3a CJIy4aj cynep-XxapMOHUjCKe pe30HaHIle.
7.4 HyMepuuyKHu pe3yJ/ITaTH U ynopejHa aHa/IU3a

M3BpmimheMo mMmapaMeTapcKy aHajJW3y M MCIOUTATH YTHLQAj] MapaMeTapa
MoJiesla Ha aMIIUTYyAHO-QpPEKBEHTHU O/I3UB CUCTEMa HaHOrpeje Ha GppaKHMOHO]
BUCKO-Pasternak-oBoj mnojs03M 3a ciy4aj KOMOGHHOBaHe TMapaMeTapcKke U
crio/ballll-e pe3oHaHIe. Buhe ucnuTanu ciayyajeBu cy6-xapMoHHjcke ( =~ 2wy, U
cynep-xapMoHnujcke 20 ~ w,, pe3oHaHIle 3a JBa pas3JM4YMTa THUNA TPAHUYHUX

yCJI0Ba, KOjU OAr0Bapajy MPOCTO OCJA0HEHO] U 000CTPAHO YKJIEUITEHO] HAHOTPE/U.
7.4.1 Cy6-xapMOHHUjCKa pe30HaHLa

3a ciayyaj cy06-XxapMOHMjCKe pe30OHaHIle, YCBOjUJIM CcMo cJefehe
6e3MMeH31OHe MapaMeTpe IMPOCTO OCJOkeHe U 000CTPaHO YKJeLITeHe
Hadorpege: @ = 0.5, = 0.5,G, = 0.02,n = 0.2, Ff, =10,F; =2,F, =10,R = 1.

Ha ciukama 7.2 a) - e) jaTe cy aMILUIMTYJHO-QpEKBEHTHE KpHBe 3a
pas/iMyuTe BPeJHOCTH NapaMeTapa y MoJiesly IpOCTO OCI0WmeHe HaHorpese. Besa
u3Mehy aMIUIMTy/le a U napaMeTpa noJellaBamba ppeKBeHIdje ¢ 3a Cay4aj cyo-
XapMOHUjCKe pe30OHaHIle JaTa je jeaHauuHoM (7.45). Ha ciaukama cy
VCIIPEKU/JAHOM Y MYHOM JIMHUjOM O3HaueHe rpaHulle CTabUIHOCTH u3Mehy kojux
ce HaJsla3u 06J1aCT HeCTabUIHOCTU. MOXXeMO IPUMETUTH Jia NoBehawe BpeJHOCTH
pakuuoHOr NapameTpa a U KoedulujeHaTa & u (fp BUCKO-Pasternak-oBor cJ10ja,
cavke 7.2 a), 6) u b), cykaBa 06J1acTU HECTAaOUJIHOCTU U MOMepa je y[ecHO Ha

XOPU30HTAJIHOj OCU Y ITOC/IejHha [Ba CIy4aja.
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Ciuka 7.2. YTuuaj pasiMyMTUX IapaMeTapa Ha aMIJIMTYyJHO-QPEKBEHTHY

KapaKTePHUCTHUKY CUCTEMA 33 IIPOCTO OCJIOHEeHY HAHOTPeay

Cyxeme 06J1aCTU HECTAaOMJIHOCTU MOXXe€MO NPUMETUTH U Yy Caydajy noBehamwa
CTaTMYKOT aKcHjasHor ontepehema Fy, Ha caunm 7.2 B), T/ie 0J1a34 U JI0 CMakbeHe
3aKpHBJ/bEHOCTH aMIUITUTYAHO-PpEeKBEeHTHUX KpuBa. CJIMYHO MOHAIIAKkE Ce jaBJba
M KOJi TpOMeHe HeJIOKaJHOI TMapaMeTpa, CjJukKa 7.2 e), rae ce o6JacT
HeCTAaOWJIHOCTH HE3HATHO MpoIIMpyje ca noBehambeM HEJOKaJHOT MapaMeTpa U

npaheHo je moBehameM 3aKpUB/HEHOCTH aMIJIMTYHO-QPEKBEHTHUX KPUBaA.
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Ciuka 7.3. YTuuaj pasiMyMTUX NapaMeTapa Ha aMIIMTYHO-QPEKBEHTHY

KapaKTePUCTHUKY CUCTeMa 3a 060CTPAHO YKJIEIITEHY HAHOTPEAY

Ca civuke 7.2 T) U 1) MOXEMO YO4YHUTHU Jla noBehawe AWHAMHUYKOr aKCHjaJIHOT

ontepehema F; mpomupyje 06JacT HeCTabUIHOCTH JOK NoBehame BpejHOCTH

Clio/balllkber JHUHAMHWYKOT onTepehe}ba FZ AOBOAHW O IIOMe€pdHa TIpPaHHIA

CTAaGU/IHOCTH YJIeCHO Ha XOPU30HTAIHOj OCH.

Ha ciukama 7.3 a) - e) gaTe cy aMIUIMTYAHO — QpeKBEHTHe KpHBe 3a

pa3jinduTe BpeAHOCTHU IIapaMeTapa y MoAeJly 060CTpaH0 YKJ/IeITEHEe HaHorpezje.

OBge je Be3a uaMehy aMIIUTyZie a ¥ MapaMeTpa noellaBamba GppeKBeHIHje g 32

cay4yaj cy6-xapMOHHUjCKe pe30OHaHlle Takobhe pata jegHauynHoM (7.45). Moxkemo

INpUMETUTHU CJIINYaH YTI/II_laj IIapaMeTapa MozAeJia Ha aMHJII/ITy,E[HO—(l)peKBeHTHe
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KpUBE Kao W y CJy4ajy MpPOCTO OCJOWeHe HaHorpege. Mmak, 360r Apyrauujux
rpaHUYHUX YCJA0BA, 06JIACT HECTAOUIHOCTHU je HEe3HAaTHO LIMpa U CBe KpHUBe
reHepasIHO MMajy UMajy Behy 3aKpUBJ/HEHOCT YAECHO HETO KOJ, MPOCTO OC/IOHEHE

HaHorpeJe.
7.4.2 Cynep-XxapMOHHUjCKa pe3OHaHLA

3a ciayyaj cynep-xapMOHHUjCKE pe30HaHIle yCBOjuJu cMo cjaenehe
6e3MMeH3UOHe NapaMeTpe 3a NPOCTO OCJIOHmEeHY K O000CTPaHO YKJELITEHY
HaHorpeay: a = 0.5,6 = 0.5,G, = 0.02,7n = 0.2, F, = 10,F, = 6,F, =10,R = 1.

Ha cnukama 7.4 a) - e) pmaTe cy aMIUIMTYAHO-PpeKBEeHTHe KpHBe 3a
pa3/iMuuTe BPEAHOCTH IapaMeTapa 3a cJ060JHO OCJIOHEHY HaHorpeny. Besa
n3Mehy aMILIMTY/le a ¥ NapaMeTpa o/ielllaBamkba ppeKBeHIlyje o 3a cy4aj cymnep-
XapMOHUjCKe pe30HaHIle JaTa je jenHadyuHoM (7.54). UcnpekujaHoM U NMyHOM
JIMHUjOM Cy O3HaueHe TrpaHUIle CTAaOWJIHOCTU U3Mehy KOjux ce Hasa3u 06J1acT
HecTabUIHOCTU. [loOMjeHe KpUBe 3a CJydaj Cyllep-XapMOHUjCKe pe30HaHLe UMajy
Jpyrauvju o6JIMK OJi OHHUX Koje Cy J00ujeHe 3a Cy6-XapMOHUjCKY pe30HaHIy.
Passior ToMe je mpe cBera JApyryuvju OO6JIMK 4JaHOBa y jefHayuHama (7.45) u
(7.54), TauHUje y oc/aebeM YiaHy U3 jefiHaurHe (7.53) ¢urypuiiny ucToBpeMeHO
aMILJIUTY/l€ ClIoJ/ballllber ¥ aKCUjaJIHOT IMHAMUYKOT onTepehema.

MoxxeMo 3anasuTH Ja noBehawe BpeJHOCTH PpaKIUOHOT MapaMmeTpa «,
koedunujeHara § u Gp BUCKO-Pasternak-oBor cjioja, HeJloKaJIHOT TapaMeTpa 1) u
CTaTUYKOr akcujanHor onrtepehemwa F,, ciuke 7.4 a), 6), B), h) u e) cMamyje
amiutyny a. C apyre cTpaHe, noBehamwe aMIUIMTyAa aKCHjaJHOT JUHAMHUYKOT
ontepehema F; U cno/balmer AMHaMMYKOr onTepehema F, joBoau o nosehama
aMIIUTyJie a, civke 7.4 1) u ). Takobhe, Tpeba HAalOMEHYTH Jja ce KO/ NpoMeHa
HEJIOKAJIHOT MapaMeTpa M CTAaTUYKOT aKcujasiHor onTepehewma MoXke MPUMETUTH

IpOMeHa 3aKpHBJ/bEHOCTU aMILJINTYAHO-PPEKBEHTHUX KapaKTepUCTHKA.
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Ciuka 7.4. YTuuaj pasJiMuMTUX NapaMeTapa Ha aMIJIMTYHO-QPEKBEHTHY

KapaKTePHUCTHUKY CUCTEMA 33 IIPOCTO OCJIOHEeHY HAHOTPeay

Ha ciukama 7.5 a) - e) faTe cy aMIIMTYJHO-QpeKBEHTHEe KpUBE 3a pa3/MynTe
BpPeJHOCTH MapaMeTapa y MoJiesJy 000CTpaHO yKJeLITeHe HaHOTpeJe U CJyyaj
cynep-XapMoHHjcKe pe3oHaHllie. OBJe je Takohe Be3a u3Melhy aMILUIUTYyJe a U
napaMmeTpa noieliaBama GpekBeHIUje ¢ 3a cy4yaj Cy6-XapMOHHUjCKe pe30HaHIle
JaTa jeaHauuHoM (7.54). MoxkeMO NpUMETUTH CJAWYAH YTHULAj MapaMeTapa
MoJiesla Ha aMIUIMTYJHO-QpeKBeHTHe KpHUBE Kao U KOJ, NPOCTO OCJIOHeHe
HaHorpeze. [IlpoMeHa rpaHMYHUX YCJ0BA yTULAJA je HA CMambewme aMIUIUTy/e a,
aJlu je Taj yTULAj HAa aMIJIMTYJHO-pPEKBEHTHE KPHUBE CJIMYaH OHOM KOjU je youeH

KO/J IIPOCTO OCJIOKbE€HE HaHOorpe/e. [ToBehawe cTaTUYKOT aKCI/IjaJ'IHOI‘ onTepeheH:a,
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dpakuuoHor u napameTrapa BUCKo-Pasternak-oBor cioja cMamwyje ammautyay a. C
Jipyre ctpaHe, noBehame akCHjaJHOT U CHOJ/bAllIber JUHAMHYKOT onTepehema
nopehaBa aMmiuTyny a, 0K noBehame HeJ0OKaJHOI NapaMeTpa Mema 006JIMK

aMIIMTYAHO-PpeKBEHTHUX KPUBa, CJIMKa 7.5 e).
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Ciuka 7.5. YTuuaj pasimyMTUX NapaMeTapa Ha aMIIMTY4HO-QPEKBEHTHY

KapaKTePUCTHUKY CUCTeMa 3a 060CTPAHO YKJIEIITEHY HAHOTPEAY
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I'raBa 8

3aK/by4yHa pa3MaTpama U HAyYHH AONPHUHOC JUcepTanuje

Y fucepTanuyjy cy NpUKa3aHU M aHAJIM3UPAaHU MeXaHUYKU MOJieJId CUCTeMa
KpPYTHUX TeJla U HeJIOKaJIHUX HAHOCTPYKTYypa, a MocebHa Maxmwa je mocBeheHa
NpUMeHH MOJUQPUKOBAHUX BUCKOEJACTUYHUX KOHCTUTYTUBHHUX peJanuja ca
M3BOoAMMa ppakLUoHOr peza. [locse yBogHUX pa3MaTpama y NpBOj IJIaBy, Te je
JlaT KpaTak IperJies noctojehux BUCKOEJAaCTUYHUX, MHUe30-BUCKOeJaCTUYHUX U
MarHeTHOPEOJIOUIKMX MoJieJla Kao eJjieMeHaTa ca 3aHeMapeHOM MacoM Y
JUCKPETHHM MEeXaHUYKUM CHCTEMHMA KPYTHUX TeJa, NpeAJsoKeHe Cy H3BecHe
MoavdHKalyje THX MoJiesa H3BoAMMa ¢QpaKIUMOHOr peja. Y JApyroj rJaBu
JUcepTalyje MpeAcTaB/beH je CUCTEM BHUILE KPYTHUX TesJa Be3aHUX Y OTBOPEHU
KMHEMaTUUYKU JaHal rAe Teja Mehyco6HO dopMupajy KMHeMaTHuykKe napoBe V
KJace U IOBe3aHa Cy eJleMeHTHMa GPaKIUOHOT THIIA. 3a CUCTEM Ca NMPO3BOJ/bHUM
O6pojeM KpyTHx Tesia popMmyJvMcaHe cy Lagrange-oBe jefHayuHe Jpyre BpCTe Y
KOBapujaHTHO] ¢opMH, Kao ¢yHKIMje TeHepaJUCaHUX KoopJWHATa U
reHepaqvcaHux cuja. OnvcaHa je W mOpoueaypa JAobujamba H3pasa 3a
reHepasjiicaHe CuJie Koje NMOTHYYy 0/ ejeMeHaTa QpaKIMOHOI peJia Y CUCTEMY
KpyTux Tesa. [lokazaHo je fa je yHKMja JedopMaliije eJieMEHT], Tj. ToMepamba y
ONMIITEM CJy4ajy, CJoKeHa (QyHKIMja reHepaJucaHUX KoopjauHata. [losHarta
YHHEeHUIA U3 JIUTEPAType je Ja ce ppaKIMOHU U3BOJ, CI0KeHe QYHKIH]je, KOjU ce
jaBJba y pesialiMjaMa cuJa-llOMepakbe Be3aHUX ejieMeHaTa QpaKIMOHOr pejia, He
MoXe Hahu KJIacMYHUM MpaBuauMa JudepeHLUpawa. Y OBOj AucepTalujy
npejJioXKeHa je MpHMeHa HyMepHuyke ¢opMmyJie 3a anpoKCcUMaLHjy GpaKIMOHOT
M3BOJIla NO3HATE y JIMTEPATYPH, IZe ce GPaKIMOHU U3BOJI CBOJM HA MPBU U3BO/
cnoxkeHe QYHKIMje ¥ MOMEHT QyHKLHje. 32 0BAaKO allpOKCUMUpaHe PppaKijMoHe
M3BO/Ie JIaTO je HEKOJIMKO HYMEPUUKHUX IpUMepa NMoHallakba reHepaJucaHuX CUJa
y BpeMeHy 3a GpPaKIIMOHU BUCKOEJIACTUYHU eJIeMeHT ca U 6e3 aKTyaTopa, M1ue30-
BUCKOEJIACTUYHU U MarHeTHOPEOJIOIIKH eJIeMEeHT, T/Ae Cy TeHepaJiucaHe

KOOpAWHATE 3aAdaTe 3a cnyqaj pO60TCKOF CucrteMa Ca TpHU KpyTa CEermMeHTa.
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Takobe, 3a UcTH MexaHUYKHK cUCTeM pobOTa ca TPU CTelleHa C1000Je KpeTamwa
oapeheH je o0A3MB HeympaB/baHOT poboTa ca Be3aHUM (PAKLHOHO
BUCKOEJIACTUYHUM eJIeMeHTOM ca M 6e3 aKTyaTopa. 3a HaBeJleHU MeXaHUYKH
CUCTEM Ce y ONUITEM Cy4ajy lo6Uja CUCTEM OJ, TPU HeJIMHeapHe JudepeHlUjaiHe
jeiHaynHe ca (QpaKUMOHUM WH3BoAMMA. HakoH ampokcuMmanuje ¢pakLHOHOT
M3BOJla HyMepHU4YKoM ¢OopMyJsioM, Job6uja ce HOBU CUCTEM AudepeHIrjaJTHUuX
jenqHa4YMHA 4Wju 6pOj 3aBUCH 0[] Opoja YJaHOBA Y3€THUX Y CYMH allPpOCKHMMalLlMOHE
dopmyne. JlobujeHu cucTeM jeiHAUYMHA pelleH je Matlab dyHkuujom ode45, koja je
3acHOBaHa Ha MeToau Runge-Kutta deTBpTOr M mertor pezna u ofpebeHe cy
BpPeJHOCTU TeHepa/IMCaHUX KOOpJUHATa y BpeMeHy 3a pas/IM4uTe BpPeJHOCTHU
napamertapa y MogeJsy. [I[puka3aHa MeTO/0JIOTHja je HOBU IMPHUCTYIl Y aHAJIU3U
JUCKPETHUX MeXaHUYKHUX CUCTeMa ca ejieMeHTHMMa QpakLUOHOI pena, The je
npejJjiodkeHa  Ipouegypa 3a  pelllaBalkbe  HeJMHeapHUX  (QpaKLMOHUX
AudepeHLMja/lHUX jeJHAYMHA U alpoKCcHMMalujy GpaKLUOHUX U3BOJA CJIOKEHE
dyHKUHje.

Y npyrom peny puceprauuje, of Tpehe [0 ocMe rJjaBe, aHaJM3UPaHU Cy
HeJIOKaJIHU MOJieJIM HaHOCTPYKTypa rJie cy, KopucTehu HesoKa/Hy Teopujy
Eringen-a, y 063up y3eTu edekTH Maje cKaje JOK Cy epeKTH JuUcUNaALUje
MeXaHW4YKe eHepruje ycjeJ, YHyTpalllbUX WK CHO0J/ballllbUX U3BOpa MOJEJUPAHU
KOHCTUTYTUBHHUM peJialjdjaMa BUCKOeJaCTUUHHUX TeJsa ca U3BoAUMa GpaKLHUOHOT
pena. PasmaTpaHu Moze/M HaHOTpeJle U HAaHOIIJIoYe MOTy NpeJCTaB/baTH peasHe
HaHOCTPYKTYype Kao LITO Cy YI/beHUYHE HAaHOLLeBU UM rpadeHCKH JucThhy, nian
CUCTeMe HaHOKOMII03MTa KOjU ce cacToje o/ Bulle ypeheHUX HAHOCTPYKTYypa, HIP.
yIrJbEHUYHUX HAHOLEBU YMETHYTUX VY I[OJMMepHY MaTpully Koja IoKa3yje
BUCKO€eJIaCTUYHA CBOjCTBA.

Y Tpehoj rsiaBu cMo aHanU3Upau c10604He OcLUIalMje BUCKOEJTaCTUYHOT
HaHOLITaNna U HaHOTpeJie ca HAHOYEeCTULIOM Kopuctehu audepeHnyjaany Gopmy
HEJIOKAJIHOI HAallOHA KOHCTUTYTUBHE jeJHayWHe EpUHreHa U KOHCTUTYTHUBHY
penanujy JiokajqHor HanmoHa ¢pakuyuoHor Kelvin-Voigt-oBor BHcKoesacTUUHOT
TeJa. U3BesieHe Cy jelHaYMHEe KpeTawa cucTeMa GpaKUOHOT peJia U MPeII0KEHO
je pellewme MeTOJOM pas/Bajatba NPOMEH/bUBUX, Kao U YyBohewe ycjoBa

KOMITAaTUOUJIHOCTH Ha MecCTy JoJdaTe MdaCe Ha HaHOorpeau. Fpa(l)l/l‘-IKI/I cy
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IpUKaszaHa pellema OOWYHUX JUdepeHLUjaJHUX jeJJHAYWHA 3a aMIJIUTYJHe
byHKIMje U pa3/IMuuTe rpaHu4He yciaoBe. Pemiewe ppakynoHe gudepeHnyjaite
jenHauyvHe 3a BpeMeHCKy QYHKIMjy NMpHKa3aHo je y Laplace-oBoM U BpeMeHCKOM
JIOMeHy y 00JIMKYy reOMeTpPHjCKUX pesoBa. /leTa/bHOM apaMeTapCKOM aHaJU30M
yTBpheHo je fa npoMeHa PppaKLMOHOT MapaMeTpa U BpeMeHa peTapalyje 3HaTHO
yTH4Ye Ha BpeMeHCKY QYHKIMjy U NpUryllewe y cucTeMy. HeslokanHu napameTtap
noBehaBa aMIJIMTY/ly OCLIM/IOBaha CUCTEMA, LLITO je KapaKTePUCTHUKA HeJIOKAJTHUX
MoJieJla KOju 3HAaTHO yMayjy KpPYTOCT LieJIOT cucTeMa. YTBpheHo je ja nmpoMeHa
NO3UIMje MU Mace HAaHOYeCTHLle Ha HAHOIPeAH, 3aBUCHO OJ TPAaHUYHHUX YCJIOBAQ,
3HAaTHO Mema COICTBeHe BpeJHOCTU cucteMa. Koj ocuuianuja KOH30J1HE
HaHOTpeJle MOKa3aHa je HENpPaBUJIHOCT Yy YTHULAjy HeJIOKaJHOI llapaMeTpa Ha
CONICTBEHEe BPEJHOCTU CHUCTEMa, UITO je pe3yJTaT CJUYaH OHMMa J0OUjeHUM Yy
JIUTEpPATypPU U KapaKTepUCTHKA je JudepeHLUjasHe GOopMe HeJIOKAJTHOT MoJesa U
IPAaHUYHUX YCJIOBAa KOH30JIHE rpejie.

Y 4eTBpTOj rJIaBU aHa/JIM3UpaHe Cy C1000JHe TpaHCBep3asiHe OCLUJIalHje
IpPOCTO OCJOHeHe HaHorpeJe Ha (pakKIMOHOj BHUCKOeJAaCTH4YHOj MOAJI03U. 3a
HaHOTpeAy YCBOjeHa je HeJloKasiHa MoArduKkanuja ¢ppakuuonor Kelvin-Voigt-oBor
MoOJieJ1a, AOK je 3a BUCKOeJAaCTUYHU CJI0j y3eTa KJacu4yHa peJalnvja Ccuia-
noMmepamwe ¢pakuuoHor Kelvin-Voigt-oBor mogena. Ha ocHoBy Euler-Bernoulli-
jeBe Teopwuje rpejia ¥ JaTUX KOHCTUTYTUBHUX peJlaliija U3BeJeHa je napuuyjajiHa
AudepeHLMjaiHa jeJHAUMHA KpeTamwa cucTeMa GpaKLIMOHOT peJia ca /iBa BpeMeHa
peTapjaanyje ¥ ¢paklMOHA MapaMeTpa, I'Ae je NpeJJIoKEeHO pellemhe MEeTOL0M
pa3ZBajamba NPOMEH/bBUBUX. 3a pas3jIMKy OJ pellema Yy BUAY TeOMeTPUjCKUX
pefioBa Koje MMa CIIopy KOHBepPreHIvjy, OBJie je MpeJJioKeHa MeTo/la pellaBamba
bpakunoHUX AudepeHLUja/HUX jefJHAYMHA U3 JIMTepaType, rJle ce NpUMewnYjy
Laplace-oBa u nnBepsHa Mellin-Fourier-oBa Tpancdopmanuja, Cauchy-jeB pauyH
oCTaTaka M MocebHAa MeToJia 3a HajlaKewe IMoJioBa (QYHKIHje Tj. KOpeHa
KapaKTepUCTUYHE je/lHAYMHE, KOja je 3acHOBaHa Ha o/roBapajyhum cMmeHaMma,
NOJIADHUM KOOpJAMHATaMa M HaJlaXewy HyJaa [Ao0ujeHe TpaHCLEHAEeHTHe
jeiHauynHe. [lapamerapcka aHasv3a y KOMIUJIEKCHOM [JIOMeHy IIOKa3aja je
HespoctaTke ¢pakuuoHor Kelvin-Voigt-oBor BHckoesacTHYHOr MoJesa, Tle je

IIOKa3aHO Aa c])peKBeHqua CUuCTreMa pacTte Ca 1nopacToM BpeMeHa peTapaauI/Ije
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(mapaMeTpa npuryliiemwa) 3a Mawbe BpeJHOCTH PPaKLMOHOT apaMeTpa, LITO HUje
Moryhe yo4yhTH caMO Ha OCHOBY aHa/iM3e y BpeMeHCKOM JoMeHy. Takobe,
[I0Ka3aHO je Ja HeJIOKaJHM IapaMeTap CMakyje MMaruHapHU Jeo KOopeHa
KapaKTepUCTUYHE jeJHAUMHE KOjU NpeJCcTaB/ba KPYKHY PpeKBEHIHjy CUCTeMa.
AHanuvsa ocuuianyja HaHOrpeJe TOKOM BpeMeHa je IOoKa3aJla 3HaTaH yTHILaj
npoMeHe peJia GpaKLMOHUX U3BO/JA, Y KOHCTUTYTUBHUM peJialjdjaMa HaHorpeJie U
BUCKOEJIACTUYHOI CJIOja, Ha NpUTYyLIeHe ocluanyje cucteMa. Takobe, y oKBUpY
4yeTBpPTe IJlaBe Cy pa3MaTpaHe W CJ1000/He TpaHCBep3aJHe OCLuJaluja NpocTe
HaHOTpeJe Ha BUCKOEJAaCTUYHOj MO/JI03U N0/, YTULAjeM BHIlle HAHOYeCTHULA Kao
KOHIIEHTPUCAHUX Maca U aKCHUjaJIHOT MAarHeTHOr 10/ba. YTULA] MarHeTHOr 10Jba
KOje JieJlyje y aKCHUjaJIHOM IIpaBIly HaHOTpeJe je MoJesupaH Lorentz-oBoM cujioM
U Jo6ujeHa je dpakiydoHa NapuyjajHa AudepeHIUjasHa jeAHAaYWMHA KpeTama
cucTeMa ca /ijBa BpeMeHa peTapjalyje U ABa ¢pakLMoHa napaMeTpa. JelHAYNHA
KpeTaka je pelleHa NPUMEHOM HCTe MeTOJe, Kao 3a INPBU NPUMEP U3 YeTBpPTE
rjaBe, npuMmeHoM Laplace-oBe u Mellin-Fourier-oBe Tpancdopmanuje u Cauchy-
jeBOr pauyHa octaTaka. Hymepuuke cumyJianyje cy ypaheHe ca napaMeTpuMa Koju
OAroBapajy yI/beHWYHO] HAHOLEBU U MOJIMMEPHOj MaTpULU TaKO Ja MOry
IpeJiCTaB/baTH MOJeJ HaHOCeH30pa Mace. Ha oCHOBy wu3BplieHe aHaju3se,
NI0OKa3aHo je Jja nmoBehawe HeJOKaJHOI MapaMeTpa, Mace U Gpoja HaHOYeCTHULA
yTHUYe Ha CMameme KpyXHe O¢QpeKkBeHIMje CHUCTeMa W NOpacT aMIJIMTYJe
ociuioBama. Takobhe, moka3aHo je fa nmoBehawe jaunMHe MarHeTHOT M0Jba, KOje
JlejCTByje y akcHjaJIHOM MpaBily, yTude Ha noBehawe QpeKkBeHIUje U CMambeme
aMIIUTYJle ocuuoBawa. Kox nmpoMeHe ¢pakuuoHOr nmapaMeTpa M HapameTpa
npuryilemwa npruMeheHu cy Uctu epeKTH Ha NpUTYLIEHe OCUUJALUje U KPYKHY
bpeKkBeHIUjy HaHOTpeJie Kao Yy NPeTXO0AHOM IPUMEPY U3 YeTBPTE IJIaBe.

Y mneroj riaBu aHa/sM3UpaHe Cy c1000JHe TpaHCBep3as/iHE OCLUJALMje
CJIOXKEHOT CMCTeMa BHUlle BUCKOEJIACTUYHO CIIPETHYyTUX HEXOMOTE€HMX HaHorpeJa.
PasmaTpaH je ciy4aj NpOCTO OCJOHEHUX HAHOrpeAa CIPEerHyTUX y CUCTEM
,CJIOOOHOT JIaHIAa“, TJle IpBa U MOCJe/[lba HAaHOTPeJa y CUCTEMY HUCY CIIPETHYTe
ca HelmoKpeTHOM ocHOBOM. Ha ocHoBy HesiokanHe ¢pakuuoHe Kelvin-Voigt-ose
KOHCTUTYTUBHe pesauuje U Euler-Bernoulli-jeBe Teopuje rpejsa, u3BejeH je

CUCTEM CIIPETHYTUX MNaplyjasHUX AUudepeHlUja/IHUX jeJHAYNHA KpeTamwa ca /iBa
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BpeMeHa peTapfauuje U ¢pakuuoHa mnapamerpa. [Ipumenom Laplace-oBe
TpaHcpomanuje, 0oAroBopajyhrMx cMeHa, CONCTBEHUX BEKTOpa M COINCTBEHUX
BpeJJHOCTHU OoJroBapajyhe MaTpulie cCUCTeMa, J[A0OUjeH je CUCTeM pacHperHyTux
aarebapckux jeHa4YrHa y QYHKIUjHU CONCTBEHUX BPEJHOCTH U NMOYETHHUX YCJIOBa.
[Ilpumenom  Mellin-Fourier-oBe ¢opmyse, Cauchy-jeBor pauyyHa ocTtaTaka u
oArosapajyhux cMeHa, lobujeHe Cy jeJHAYMHE OCLIMJIalija CHCTeMa HEXOMOTeHUX
HaHorpeza. Ha ocHOBY JaTuX HYMepHYKHX IpUMepa U NOYEeTHUX yCJI0Ba Ha NIPBO]
HaHOTpeAW, MWCIOUTaAH je YTULQAj pas3JMYATHUX [apaMeTapa HaHoOrpege W
BUCKOEJIACTUYHOI CJI0ja HaA ocuuaauuvje HaHorpega. [lokasaHo je Ja pep
dpakLMOHOT M3BOJia U IapaMeTap NpUTryllewka 3Ha4yajHO yTUYY Ha CMamkbeHo WU
yBehaHO Tmpuryliewme ocUWIal{ja y CUCTEMY, [OK HeJOKaJHU NapaMeTap
nosehaBa aMIJIMTYAy OCLIMJIOBamha Ha CJMYaH Ha4MH Kao KOJ, CMCTeMa ca jeJHOM
HaHorpezoM. [I[puMeheHe cy Mawe aMIJIMTYie OCLIU/I0OBalkbha U U3BECHO KallllbeHhe
3a HaHOrpeze Koje Cy JAabe OJi IIpBe HaHOrpeJe y CUCTeMy 3a KOjy Cy 3aJaTH
II0YETHHU YCJIOBH.

Y wmecToj ryiiaBu aHa/M3UpaHe Cy CJ000JHe TpaHCBep3aJiHe OocCLuJIandje
IIPOCTO OCJOHKEHEe OPTOTPOINHE HAHOIJIOYe Ha BHUCKOEJACTUYHO) IOJJ03HU.
YcBojeHa je MoauduKoBaHa HeJsloOKaJlHa U npoiuupeHa ¢pakuuoHa Kelvin-Voigt-
0Ba KOHCTUTYTUBHA peJialjija 3a OpTOTPOIHY /104y, AOK je BUCKOEJACTUYHHU CJ10]
MOJleJIMpaH peJlaliijoM CUJIa-lIoMepalkbe 3a BHUCKOEJACTUYHM MoJes ca
¢pakunoHuM omnepatopoM. [lapuujanHe gudepeHiUjasHe jelHAYMHE KpeTamba
dpakuuoHor peja cy usBeaeHe npumeHoM Kirchhoff-Love-oBe Teopuje nisoua u
JlaTUX KOHCTUTYTUBHHUX peJlalidja ca 4yeTUpU ¢paklUoHa NapaMeTpa U /JBa
BpeMeHa perapgauuje. [IpensiokeHo je pelieme jeJHAUMHe KpeTamwa MeTOJOM
pa3/zBajama IIPOMEHJ/bUBUX, Lapalace-oBom U Mellin-Fourier-oBom
TpaHcopmanyjom U Cauchy-jeBuM padyHoM ocrtataka. KapakTepuctuyHa
jenqHa4YMHa ca BUlle BpeMeHa peTapjaluje U GpaKLlMOHUX IapaMeTapa pelleHa je
METO/IOM KoOja je I0o3HaTa y JiuTepaTypu. U3 HymMepUyKux cumyJialiyja je nokasaHo
je na ce u ko npomupeHor Kelvin-Voigt-oBor Mmojena jaB/ba aHOMavja y BUAY
cMamewa (QpeKkBeHIUje CHCTeMa ca MOpacTOM MapaMeTpa NpUryllerwma 3a Malie
BpegHOCTH dpakuuoHOTr mnapameTpa. [IpoMeHa ¢pakLMOHUX MapaMeTapa

BHUCKO€JIACTUYHOT CJIOja, KOjI/I je npeacraB/b€H MOAEJIOM Ca (1)p8KLIHOHPIM
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OIepaTopoM, MMa MaJiu YTULAj Ha KpY>KHe QpeKBeHLMje U He N0Ka3yje HaBeJleHe
aHoMmasvje Kelvin-Voigt-opor Mogena. Kao u koj HaHorpeza, nosehame
HeJIOKaJIHOT TapaMeTpa yTU4Ye Ha CMalbelhe ppeKBeHIlMje cucTeMa.

[Ipo6JieM HeJIMHEapHUX OCLiMJIaliMja eJlaCTUYHEe HaHOTpe/le Ha ppaKIiMoHOj
BUCKO-Pasternak-oBoj moz/i03u mpukasaH je y ceiMoj IJaBd. AHaju3WpaHa je
KOMOMHOBAHa pe30HaHla y /iBa C/1y4aja, Kaja cy ucTe GppeKBeHLHje Cllo/ballllber U
akcujanHor ontepehema JBa nyrta Behe (cynep-xapMOHMjCKa pe30OHaHId) U JiBa
nyTa Mame (Cy6-XxapMOHMjCKa pe30HaHIa) OJi OCHOBHe (QpeKBeHLMje CUCTeMa.
[IlpumeHoM von Karman-oBe reomeTpujcke HeJMHEAPHOCTH 3a HaHOTpeny U
KOHCTUTYTHBHE peJslaliyje 3a ¢pakLMOHU BHUCKO-Pasternak-oB cioj, usBeseHa je
HeJlMHeapHa MNapLMjajHa JudepeHLMjaJHa jeJHAYMHA KpeTawma CHUCTeMa
¢pakuuoHor pega. Galerkin-oBoM ampokcuManujoM napLujaJHUX jeJHAYUHA
JlobuvjeHa je HesJMHeapHa AudepeHMjasHa jeiHAYMHA ca QPAKIIMOHUM U3BOAMMA
U KyOHOM HesMHeapHolhy, 3a KOjy je NpeAJIOKeHO pellere MeTOJOM BHIle
BpEMEHCKMX CKasa. /JlobujeHa Ccy anpoKCMMaTHBHA aHaJMTH4YKa pellema
aMIIMTYJHO-(QPEKBEHTHOI 0/|3MBa CUCTEMaA 3a CJy4aj CTAallMOHAPHOT CTakba KOJ,
IPOCTO OCJI0OHEeHe U 060CTpaHO yKJjellTeHe HaHorpeZe. [lapameTrapcka aHasiu3a
NoKasaJjla je 3HauyajaH yTUlAj MpoMeHe (PAKIMOHOT MapamMeTpa, HeJIOKaJHOT
napameTpa, KoeduiujeHata ¢pakLHOHOr  BHUCKO-Pasternak-oBor  ciioja,
Cro/ballllbel M aKCHjaJHOr onTepehewa Ha aMIVIUTYAHO-QpPEKBEHTHH OJI3UB
cucreMma.

[IpykazaHu pe3ysaTaTU W NpeAJOKEHW MOJeJW U MeTOJe aHaJu3e
JUCKPETHUX CHUCTeMa KPYTHX TeJla ca eJeMeHTHMa ($pakKLMOHOI pejia, Kao U
KOHTUHYa/JIHUX CHUCTeMa CJO0XEHUX HAHOCTPYKTypa OINMCAaHUX HeJIOKaJHUM
$pakKMOHUM KOHCTUTYTUBHUM peJialidjaMa, IoKasyjy Moryhe npesHoCTU U MaHe
npruMeHe  QpakKLMOHOT padyHa Yy ONHUCHMBAWky pPEOJIOUIKMX  OCOOMHA
fedopMabUJIHUX Tesla U JUCKPETHUX MEXaHWYKUX CUCTEMA M aHaJIM3U HHUXOBe
JuHaMuKe. /leo pe3sysiTaTa NpUKa3aHUX Y OBOj Te€3U 00jaB/bEH je y YaCONHUCUMA OF,
MebhyHapoaHor 3Havaja, AomMahuM 4YacomucuMMma, Kao U Ha MehyHapoJHUM U
HallMOHAJIHUM KOHpepeHLUjaMa.

[IpeasnoxxeHe MeTo/ie MOTy Hahu CBOjy IPUMEHY Y aHAJIM3U CUCTEMaA BUIIIE

BUCKO€JIACTUYHO CIIPETHYTHUX HAHOIIJIOYAa U HAHOLITAIIOBa (l)paKLU/IOHOF peaa noxn
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yTUI[ajeM MarHeTHOr WJIM TeMIepaTypHOr moJsba. [lpvka3aHu pe3yaTaTH Yy
06J1aCcTU HeJIMHeapHe JUHAMHKe MOTJIM O6M ce MPOIIMPUTH aHAJIU30M ciy4daja ca
Clpe3ambeM MOJIOBA KOJ HEJWHEAPHUX CHUCTEMAa HAHOCTPYKTypa MNPUMEHOM
HYMEPUYKUX U aNpPOKCUMATUBHUX METOJA 3a pellaBalbe HeJMHeapHHUX

AudepeHLMjaJHUX jeJHAYMHA PPAKLIMOHOT peja.
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buorpadmuja

MusaH lajuh je poben y Humy 29. mapta 1984. roauHe. OcHOBHY 1Koy “Byk
Kapayuh” 3aBpmuo je y Topwem MartejeBuy kon Huma. Cpegwy
eJIeKTpOTeXHUUKY 1Koy ,Hukona Tecna“ y Huuly, pauyHapcku cMep, 3aBpLIHO je
2003. roguHe. MamuHcku ¢akyaTeT YHuBep3utetra y Humy, ynucao je 2005.
ro/iiHe a 3aBpuivo janyapa 2011. roauHe, ca cpe/itboM oneHOM 8,66 Ha npoduay
MexaTpoHuKa, OJOpPaHUBILM JUIJIOMCKUM pajJi Moj HacjaoBoM ,lIpojekmosarse
MepHO2 Mecma 3a CMmamu4ko UCNUMuearbe 0060jHO-8Y4YHe onpeme Hice/e3HUYKUX
go3usa”. Ha 3aBplIHOj TOAUHU OCHOBHUX CTyAuja Ao6uo je DAAD cTuneH ujy 3a
TPOMECEYHO YyCaBpllaBalkbe Ha MWHCTUTYTYy 3a MeXaHUKy KOHTHHYyyMa,
YHuBepsuteTta y KapJicpyey. [lokTopcke cTtyauje je ynucao mkoJsicke 2010/2011
Ha MamuHckoM QakyaTeTy YHuBep3uTeTa y beorpaay, rje je moJsioxkuo cBe
vcnute npejubene [IporpamoM ycaBpiiaBamwa ca npocedHoMm oneHoM 10,00. Ha
JPYyTroj roJUHU AOKTOPCKUX CTyAHUja je ;o6ro ctuneHaujy WUS Austria 3a moceTy
HUHCcTUTYyTY 32 6UOMexaHUKY y ['pany.

Hay4yHoucTpakuBaykuM pazoM 6aBu ce o 2011. roguHe Kajla mo4yrmbe ca
pazoM Ha MateMaThuukoM UHCTUTYTY CAHY y 3Bamby HCTpakKvBa4d-NpUIIPAaBHUK HA
npojekty OU 174001 nop HaszuBoM ,JuHaMUKa XUubpudHUX CUCMEMA CAO0NHCEHUX
cmpykmypa. MexaHuka mamepujaaa“. Y 2012. roauHu je yHampebeH y 3Bambe
vcTpaxkuBay-capagHuk. Og 2015. roguHe je yuYeCHUK Ha JIBOTOJUIIHEM CPIICKO-
KHMHECKOM OuJIaTepaJlHOM NPOjeKTy MoJ Ha3uBoM ,PpakyuoHoz peda ynpasmearse
u Modenuparbe MexaHUYKo2 NOHAWAarAd HAHOMamepujaaa u HaHocmpykmypa“.
Y4yecTBOBao je Ha BHUIllEe HALMOHAJHUX M MehyHApPOJHUX HAYYHUX CKYIOBA Y
3eMJbU U MHOCTPAHCTBY. [lo cazia je myOGJIMKOBAO jeflaHaeCT KOAayTOPCKUX pajioBa y
yaconucuMa MehyHapojaHor 3Hayaja ca CLIM sucte, meT paja y yacomucuma
HalMOHAJIHOT 3Hayaja U KOoayTop je jefjHE MOHorpaduje HalMOHAJHOT 3Hauaja.
Jenan je op opraHusatopa MwuHu-cuMmnosujyma ,HesokanHa Teopuja y
CTPYKTYpPHOj MexaHUUHU“, oapxkaHor 24. anpusna 2017. roguHe y Beorpagy u
noAp»xkaHor of; ctpane Matematuukor uHctutyta CAHY u npojekrta OU 174001.

PenieH3upao je Bullle paZioBa 3a foMahe koHdepeHLMje U MehyHapoaHe Yaconuce.



Mpunor 1.

H3jaBa o0 ayTOpCTBY

MoTtnucanu-a _ Mwunad C. Llajuh

6poj nHgekca __170/10

H3jaB/byjeMm
Aa je AOKTOopCKa ancepTauuja nog HacrnoBom

Mogenvpane CnoXeHnx XMbpuaHux cTpykTypa dpakumMoHor Tuna u npuMeHa

y OUHaMULM cucTeMa KpyTux u aedopmabunHmnx Tena

e pesynTaT COMNCTBEHOr UCTPaXMBayKor paaa,

e [a npegnoxeHa aguceptauuja y LenvHn H1 y fenosumMa Huje buna npeanoxeHa
3a pobujarbe 6mno koje gunromMme npema CTyAujCKUM nporpammmMa Apyrux
BMCOKOLLIKOJICKMX YCTaHOBa,

e [acy pe3ynTaTi KOPeKTHO HaBeAEHU U

e [a HuUcaM KpLUMo/Nna ayTopcka npasa U KOPUCTUO MHTENEKTyanHy CBOjUHY
APYrux nuua.

MoTnuc pokropaHpa

Y Beorpaay,




Mpunor 2.

H3jaBa 0 MCTOBETHOCTH IUTAMIIAHE U €/IeKTPOHCKE
Bep3uje JOKTOPCKOr paja

Vme n npesume aytopa Mwunan C. Lajuh

bpoj nHaekca [170/10

Cryavnjcku nporpam JlokTopcke akagemcke cTyanje

Hacnoe paga __Mogenvpame CrnoXeHUX XMGpUAHUX CTPYKTYpa opakUMOHOr Tvna u
NpUMeHa y AMHaM1LUM cucTeMa KpyTux u aedopmabunHux tena

MeHTOp npod. ap Muxawuno 1. Jlazapesuh

Motnucanw/a Munan C. Uajuh

U3sjaBrbyjem fa je wtamnaHa Bepsvja MOr JOKTOPCKOr paja UCTOBETHa eneKTPOHCKO]
BEp3nju Kojy caMm npefao/na 3a objaBrbmBakbe Ha noprtany  AurutanHor
penosutopujyma YHuBep3uTteta y beorpany.

[o3sorbaBam ga ce objaBe MoOjM NMYHM nodaum Be3aHu 3a gobuvjawe akagemckor
3Baka JOKTOpa Hayka, Kao LITO Cy umMe 1 npesnme, roguHa n mecto poherwa u gatym
ogbpaHe paga.

OBu nuyHM nogaun Mory ce o06jaBUTM Ha MpPEXHMM CTpaHuuama AurvtanHe
BubnroTeke, y eNeKTpOHCKOM KaTanory n 'y nybnukauvjama YHmsepsuteTa y beorpaay.

MoTtnuc pokropaHaa

Y Beorpaay,




Mpwunor 3.

U3jaBa o0 kopuiihemwy

Oenawhyjem YHuBepauTeTcky 6ubnuoteky ,Ceetosap Mapkosuh® ga y Ourutantm
peno3uTopujym YHuBepsuTeTa y beorpagy yHece Mojy OOKTOPCKY AucepTaumjy nopg
HacrnoBom:

Mopenvpane CroXeHUX XMOPUAHUX CTPYKTYpa pakLMOHOr TUNa u NpuMeHa
y OUHaMULM CUCTEMA KpYTUX U aedopMabunHmnx Tena

Koja je Moje ayTopcKo geno.

OuncepTaumjy ca cBum npunosmma npegao/na cam y enekTpoHckoMm oopmaTty norogHoM
3a TpajHO apxMBUpaHE.

Mojy OOKTOpCKY AncepTtauujy noxpamweHy y [urutanHn penosvTtopujym YHuBep3auteTta
y beorpagy mory ga kopucTte CBM KOju NOLWTYjy ogpenbe cagpxaHe y ogabpaHom Tuny
nuueHue KpeatmeHe 3ajegHuue (Creative Commons) 3a kojy cam ce ogny4dmo/na.

@AyTOpCTBO
2. AyTOopCTBO - HEKOMEpPLMjarHO
3. AyTopcTBO — HEKOMepumjanHo — 6e3 npepaae
4. AyTOpPCTBO — HEKOMEPLMjarHO — AeNUTN NO4 UCTMM yCrioBuma
5. AytopcTtBo — 6€e3 npepage
6. AyTOopCTBO — O€enuTu nog UCTUM ycrioBumMma

(Monumo ga 3aoKpyxuTe camo jedHy of LecT NOHyheHWX nuueHuUW, KpaTtak onmc
nvueHumM 4ar je Ha nonefuHu nucta).

MoTnuc pokropaHaa

Y Beorpaay,




1. AytopctBo - [lo3BorbaBaTe yMHOXaBawe, AUCTPUBYUMjy U jaBHO caoniTaBahe
Aena, v npepage, ako ce HaBefe MMe ayTopa Ha HayuH ofpeheH of cTpaHe aytopa
UnNn gasaoua nuueHue, Yak n 'y komepumjanHe cepxe. OBo je HajcnoboaHuja o CBuX
nULEeHUN.

2. AytopcTtBO — HekomepuwmjanHo. [lo3BorbaBaTe yMHOXaBake, AUCTPUBYLMjy 1 jaBHO
caornwtaeawe gena, U npepage, ako ce HaBede MMe aytopa Ha HauuH ogpeheH of
cTpaHe aytopa vnu gasaoua nuueHue. OBa nuueHua He J03BOrbaBa KoMepuujanHy
ynoTpeby gena.

3. AyTopcTBO - HekomepuumjanHo — 6e3 npepage. [o3BosbaBate yMHOXaBahe,
anctpmbyumnjy 1 jaBHO caonwTaBakwe pgena, 6e3 npomeHa, npeobnukoBaka WK
ynoTpebe gena y cBOM [erny, ako Ce HaBede uMme aytopa Ha HadvH ogpeheH of
CTpaHe aytopa wnu gasaoua nuueHue. OBa nuueHua He 003BOSbaBa KoMepuujanHy
ynoTpeby gena. Y ogHocy Ha cBe ocTane nuueHue, OBOM JIMLEHLOM Ce orpaHuM4aBa
Hajsehn o6um npaBa kopuwhera gena.

4. AyTOpCTBO - HEKoMepuwujanHo — Jenutn nog uctum ycrosuma. [osBorbaBaTte
yMHOXaBake, AuCTpmbyLmjy 1 jaBHO caonwiTaBawe Aena, U npepaje, ako ce HaBeae
nMme aytopa Ha HayuH odpefheH oA CTpaHe ayTopa WNu gasaoua nuueHLe M ako ce
npepaga guctpubympa nog MCTOM MM cnMYHOM nuueHuom. OBa nuvueHua He
[03BOrbaBa komepuujanHy ynotpeby gena v npepaga.

5. AyTtopctBOo — 6e3 npepage. [Jo3BorbaBaTe yMHOXaBawe, OUCTPUOYLM)Y U jaBHO
caonwTaBake gena, 6e3 npomeHa, npeobnvkoBarwa Unun ynotpebe genay cBom geny,
aKo ce HaBede MMe ayTopa Ha HauvH ogpefeH of cTpaHe ayTopa wunu gaeaoua
nuueHue. OBa nuueHua Ao3BorbaBa kKoMepuumjanHdy ynotpedy aena.

6. AyTtopcTBO - Oenutm nog WUCTUM ycroBuMa. [Jo3BorbaBate yMHOXaBahse,
ANcTpnbyunjy 1 jaBHO caoniwiTaBake Aena, U npepage, ako ce HaBege uMme aytopa Ha
HaunH ogpefeH oa cTpaHe ayTopa WnM JaBaoua NUUEHUEe M ako ce npepaga
anctpmbympa nog WUCTOM MM cnudHOM nmueHuom. OBa nuvueHua [03BOSbaBa
KomepuujanHy ynotpeby fgena v npepaga. CnvyHa je copTBepckMM nuueHuama,
OHOCHO InnLeHuama oTBOPEeHOr Koaa.



